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Ad rannsaka og uppgotva steerdfraedi

Rannsoknarvinna i sterdfreedi er vinnumati par sem nemendum gefst kostur & ad
uppgétva sterdfraedi. | greininni er pvi lyst hvernig hopur kennara vid
framhaldsskdla proadi steerdfreedikennsluna i pessa att. Vinnan felst i pvi ad skoda
markvisst og kanna, vinna verklega og leysa prautir sem felast i vidfangsefninu. I
svonefndri hefdbundinni kennslu hefst stundin oft & pvi ad kennari synir demi um
leidir til ad leysa dkvednar gerdir vidfangsefna. Sidan fa nemendur ad spreyta sig &
sams konar vidfangsefnum. I rannséknarvinnu hefst starfid aftur & méti & praut eda
verkefni par sem ekki hefur verid kennd adferd til ad leysa heldur kanna nemndur
malid og finna sjalfir heppilega leid til lausnar. Medan a tilraunum peirra til lausnar
stendur uppgétva peir ymislegt sem med adstod kennarans er greint og samhengio
skodad skipulega. 1 greininni er fjallad um vanda sem kemur fram pegar mala & had
fanastangar, ad finna massa kulu pegar vogin er ekki i lagi og ad byggja stersta kassa
sem unnt er Ur A4-bladi. Reett er sérstaklega um viobrégd nemendanna og préunin i
vinnunni er reedd sérstaklega svo og hvernig kennurunum potti ad vinna & pennan
hatt.

Tutki ja l6yda matematiikkaa

Eksploratiivinen matematiikka on nimitys tydtavalle, joka tahtaa siihen, etté
oppilaat saavat mahdollisuuden itse 10ytaa matemtiikkaa. Artikkeli kuvaa, kuinka
ryhma er&én lukion opettajia on kehittdnyt opetustaan téhan suuntaan. Térkeita
tekijoita on tutkiva tyétapa, tutkimustehtévat ja ongelmaratkaisu. Perinteisessé
opetuksessa opettaja johdattaa uuteen asiaan usein nayttamalla esimerkin, kuinka
maéaaratyntyyppinen tehtdva ratkaistaan. Sen jalkeen oppilaat saavat soveltaa tata
mallia muutamiin tehtaviin. Eksploratiivisessa matematiikassa opettaja sensijaan
lahtee tehtavasta, jonka oppilaat saavat ratkaista. Tutkimalla oppilaat saavat itse
I6ytdd sopivan menetelman. Kun oppilaat tydskentelevat 16ytadékseen ratkaisun, he
tekevat koko joukon havaintoja, jotka opettajan avulla analysoidaan ja
systematisoidaan.

Artikkelissa kerrotaan seuraavat esimerkit: lipputangon korkeuden mittaaminen,
kuulan punnitseminen, vaikka punnussarja on epé&taydellinen ja suurimman
mahdollisen laatikon rakentaminen A4 - arkista. Pohditaan oppilaiden reaktioita
sek& muuttuneen tydtavan tuomia elamyksia opettajalle.
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Undersoka och upptacka

Unders6ka och upptacka matematik pa
gymnasiet

Manga elever uppfattar matematik som en
utantillara. De tror att det till alla uppgifter
finns en regel som man skall félja mekaniskt.
Det sitt man uttrycker svaret pa &r viktigt och
till och med viktigare &n svarets innehall. Elev-
erna upplever sig ocksa i hog grad som passiva
forbrukare av andras matematik. Den
matematik som de hor ldraren berédtta om,
praglad av kreativitet, problemlésning och
undersokning, har de ringa erfarenhet av.

Den alltfor frekventa definitionen av
matematik som eleverna ger, ser ut ungefar sa
hér:

"Till varje matteproblem finns det en
formel som skall ge mig ett korrekt
svar.”

Elevens uppgift blir da att lara sig alla formler
och att sammanbinda ett problem med den
korrekta formeln.

Féljden av traditionell matematikunder-
visning kan bli att eleverna grundar sitt
tankande pé det som de tror forvantas av dem
(Boaler, 1996). De har svart att kianna igen
situationer som ar likartade. Manga elever slu-
tar att arbeta om ett problem &r ovanligt svart
eller ovanligt I4tt, om det kréver tankar som
inte ror matematik eller en operation som inte
ar aktuell (tex fran foregdende kapitel i
l&roboken). Och de elever som verkligen tror
att matematik handlar om forstaelse kan
uppleva en konflikt!
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Hur hog ar flaggstdngen pa skolgarden?
Forsta matematiklektionen pd gymnasiet, kurs
A, har just borjat. Vi har presenterat oss for var-
andra men inte tagit fram l&roboken.
Hur kan vi ta reda pa hur hdg flagg-
stangen ar? Diskutera i grupper hur ni
skulle vilja bestdmma hgjden!

Aktiviteterna borjar, en del elever &r forsiktiga,
en del ivriga. Ingen vet ndgot om kursmal eller
betygskriterier men alla har fatt ett problem att
I6sa. Forslag finns:

Klattra upp i flaggstangen; félla den; gora tvéa
knutar pé flagglinan: en i toppen och en vid
marken; méta skuggorna fran flaggstdngen och
en klasskamrat samt kamratens langd ... fast
det & mulet idag. Nagon kommer pa att man
lika garna kan kika langs den linje solstralarna
skulle ha gatt. Varfor inte rita en skalenlig figur
och sen méta i figuren? Man borde kunna ringa
tillverkaren och fraga. Vaktmaéstaren kanske vet!

Att vanda pa ordningen

| traditionell matematikundervisning borjar
alltid lararen med att visa hur man l6ser ett
visst problem, hur man bevisar eller harleder
nagot. Darefter forvantas eleverna ha lart sig
och de ska utifran denna kunskap Ova
problemldsning — dvs syssla med varianter av
det problem som l4raren visat pa tavlan. Detta
satt tar sin utgdngspunkt i att eleven inte kan
nagonting fran barjan men har kunskapen efter
genomgang och évning. Det anser vi ar fel.
Eleverna saknar inte erfarenheter, matematiska
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Hur hég éar flaggstangen?

modeller eller lust att 16sa problem. De har
kunskaper som de kan anvanda for att utveckla
sin matematikforstaelse.

Om de i stallet far borja med att l6sa ett vl
valt problem gér de upptéackter som lararen
kan hjalpa dem att systematisera och analysera.
Flaggstangsproblemet &r ett sadant. Alla
elevforslag kan och ska diskuteras. En del av
dem kan ledas in pad ett resonemang om
forhdllanden mellan kateter och vinklar i en
ratvinklig triangel och tangens for en vinkel
kan definieras. P4 sa sétt har eleverna lart sig
utifran sina egna aktiviteter, inte lararens. Elev-
erna har gjort matematiken till sin egen.
Lararens roll &r att gora eleverna medvetna om
hur de tankt. Denna roll &r viktig — den &r
viktigare &n att bara visa hur man goér. Det ar
detta vi kallar explorativ matematik
undersdkande matematik.

Eleverna upptéacker

VAar undervisning, som bygger pa det
explorativa larandet, stoder pa tre ben:
upptéckten, laborationen och projektet. Vi
undviker traditionella genomgéngar. | stillet
far eleverna upptacka matematik. Detta sker
ofta genom experiment i helklass eller genom
elevernas sjalvstdndiga undersékningar. Det
blir naturligt att eleverna resonerar med var-
andra om uppgifterna. Matematikskapande &r
en social process. Ofta kan eleverna upptacka
sadant som vi larare inte avsett att lyfta fram.

Da ar det viktigt att bejaka elevens larande och
att utnyttja elevens kreativitet. P4 sa satt kan
matematikundervisningen berikas och for-
djupas. Forst efter elevernas upptackter &r det
dags for en sammanfattning och generalisering
av vad de funnit. Detta sker bast da vi "gar laget
runt”, diskuterar och skriver ner olika
matresultat, 16sningsstrategier, upptackter, va-
rianter osv pd tavlan. Pa det sattet lar sig ocksa
eleverna att man tanker olika och att resultatet
kan uttryckas pa flera olika, korrekta satt. Det
ar ocksa ett satt att bryta fixeringen vid facit.

Bérja i det konkreta

Visst har vi alla anvant balansvagen som en
modell for ekvationer! Att ocksa anvinda vagen
till att faktiskt vdga med ger eleven helt nya
forutsattningar att forsta ekvationerna.

Hur mycket véager kulan?

Eleverna far forst bekanta sig med vagen och
dess funktion, inklusive jamviktslage, med
hjalp av en viktsats. Darefter far de fem
stalkulor och uppgiften att viaga dem. |
viktsatsen saknas vissa vikter s3 att det ar
omadjligt att fa jamvikt genom att bara lagga
vikter i ena skélen.

1. Bestam vikten pa en kula. Vi antar att alla
kulor vager lika mycket.

2. Skriv upp en ekvation som svarar mot dina
tankegangar/genomgangar.

Vidger det jgmnt?
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3. Los ekvationen! Far du samma svar nu som
du fick i uppgift 1?

Eleverna forsoker ofta lagga vikter i ena skalen
och kulor i den andra, men tvingas att andra
strategi och borjar &ven lagga vikter i samma
skal som kulorna.

I uppgift 1 utgar eleven fran ett satt att rakna
som han eller hon redan kan. | andra uppgiften
skriver eleven upp en ekvation som konkret be-
skriver vdgen med vikter som eleven har
framfor sig. Uppgift tre innebdr en utveckling
och formalisering av berdkningen i uppgift 1.

Arbetet avslutas med att nagra elevexempel
redovisas pa tavlan och diskuteras gemensamt i
klassen.

Att laborera foder nya begrepp

Ibland saknar eleverna nddvandiga fore-
stallningar for att forstd och tillampa
matematik. Vilka erfarenheter har t ex eleverna
som gor begreppet derivata begripligt och
angelaget? Och — for att aterga till kurs A — har
eleverna tillrackligt manga och tydliga kon-
kreta exempel pa proportionaliteter for att vara
mogna for det begreppet? Har kan
laborationen hjélpa till i begreppsutvecklingen,
sa att eleven far erfarenheter att utga fran i
stéllet for att hamna i ett mekaniskt och kanske
obegripligt réknande. Att méta par av storheter
och sedan rita diagram baddar for forstaelse.
Exempel pa sadana par &r: cirkeldiameter —
omkrets, arean hos pappkvadrater — kvadrat-
ernas vikt, spritvolym - spritens massa,
varukostnad — varumangd.

Att bygga en lada
Eleverna far var sitt A4-papper.
Klipp bort fyra lika stora kvadrater i hérnen,
kvadrater med sidan 1 cm, 2 cm, 3 cm 0sv.
Varje grupp klipper bort olika mycket.
Vik upp sidorna sa att det blir en 6ppen
lada.
Vilken lada har storst volym?
Undersdk volymen som en funktion av
hojden.
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Undersok ocksa begransningsarean som en
funktion av hojden.

Eleverna uppskattade verkligen denna
laboration, som konkretiserade minimi- och
maximiproblem.

Elevernas initiativ styr

I en klass gjorde vi féljande 6vning, som
syftade till att forsta losning av ekvationssystem
(Heikne & Larsson). Eleverna fick en tom ask,
en med 3 skruvar och 2 muttrar och en med 2

Vilken lada &r stérst?

skruvar och 4 muttrar samt en vag. Uppgiften
var att bestdmma massan hos muttrarna och
skruvarna.

Eleverna fann att de genom l&mpliga
jamforelser kunde eliminera t ex muttrarnas

Nu ska vi l6sa ekvationssystem
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vikt och sedan fa skruvarnas vikt. Lararen hade
forvantat sig att eleverna skulle véga och rékna
pa ett satt som motsvarade subtraktions-
metoden, och det gjorde ocksa de flesta. Men
tva grupper gjorde pa ett annat satt! Nar de
forklarade hur de gjort, framgick det att de
anvant substitutionsmetoden. N&r klassen se-
dan véarderade olika satt att 16sa problemet,
fanns mycket mer att resonera kring &n det
funnits om bara det lararen hade forberett hade
fatt komma fram. Vid undersokande
matematik 1&r sig eleverna att analysera,
anvénda och tillimpa matematik och det ger
goda mojligheter att vardera metoder och
l6sningar, som i det hé&r fallet med
ekvationssystem.

Laroboken - ett komplement

Laroboken har fatt en annan roll hos oss 4n vad
som ar brukligt, den &r framst ett kompendium
med Ovningsexempel och vi kédnner oss inte
styrda av hur laroboken &r upplagd. Exempelvis
later vi geometrin vara utgangspunkten for A-
kursen. Vi brukar siga: "Geometrin innehaller
allt”. Begrepp som proportionalitet och
forhallande liksom algebraiska forenklingar
kan latt visas. Vid problemlosning far man ofta
anvandning for procent- och brakrakning.

Den traditionella laroboken har manga
ganger uppmuntrat teoristyrt larande i stallet
for elevstyrd aktivitet. Larobdcker framstaller
ofta matematiken som en sekvens pastaenden
eller teorier som skall Gvas. Forst presenteras en
metod som foljs av fardighetstraning, darefter
sétts metoden in i ett sammanhang. Vi anser att
det hdmmar elevens kreativitet. Vi vill gora
tvartom. Var princip ar att fordjupa frage-
stéllningen nér problem dyker upp. Nér elev-
erna t ex far olika resultat da de méter samma
langd uppstar behovet att avrunda. Pa det sattet
blir eleverna motiverade att lara sig de moment
som annars kan upplevas som trakiga om de
tranas utan sammanhang. Vi vill inte behdva
besvara fragan "varfor skall vi lara oss det har?”
med "d&rfor att vi skall anvénda det senare”.

Alla kan lyckas

De flesta 6vningar med explorativ inriktning ar
sadana att varje elev kan utfora dem,
atminstone delvis. M6jligheterna att individu-
alisera okar. Varje elev véljer det satt att l6sa
problemet som passar honom eller henne bast,
en del har mer generella 16sningar medan an-
dra har mer konkreta.

Det fina &r att ndstan varje satt kan dka elev-
ens kunskaper i matematik. Eleven kan relatera
till den matematik han eller hon redan erdvrat
och vi kan méta varije elev pa hans eller hennes
niva. Det blir ocksa mojligt att bejaka varje
elevinitiativ.

Vara erfarenheter

Att arbeta med undersékande matematik ar
roligt! Som larare far vi goda mojligheter att
samtala med eleverna om de matematiska
sporsmalen. Eftersom tyngdpunkten ligger pé
elevens funderingar och inte pad négon
forutbestamd teori, far vi som larare god insikt
i hur eleven ténker. Elevens infallsvinkel ar inte
alltid lararens, utan ovantade aspekter kan dyka

upp.

Vad séger eleverna?

De allra flesta elever accepterar vart arbetssatt
och uppskattar det. Men dven proven maste
innehalla aktiviteter eller laborationer for att
eleverna ska forstd att de ar viktiga. De
nationella proven i matematik gar i den
riktningen. Vi har anvant provuppgifter som
laborativt behandlat bl a mdnster, triangel-
ritning, areaberékning och Tt

Ett exempel:
Eleverna hade tillgdng till en femkrona, en
tavelpenna, ett glas samt en papperslinjal.

Visa att omkretsen y hos en cirkel &r
proportionell mot diametern.

Bestdm proportionalitetskonstanten k och
tolka innebdrden av denna.
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Blir det inte dyrt?

Undervisningsmaterielen ar ofta billig. Papp-
och plasthitar, haftstift, saxar, tejp, mattband,
legobitar ... En del kan lanas fran fysik-
institutionen men det &r viktigt att, som vi har
gjort, bygga upp matematikinstitutionen for att
underlatta arbetet och ocksa for att andra
synen pa matematik.

Men kréver inte allt detta mer arbete?

Allt kraver mer arbete forsta gdngen, men i det
ldnga loppet skiljer sig inte explorativ
matematik frdn “vanlig” matematik i detta
avseende. Man ska inte stalla for stora krav pé
sig sjalv. Vi har utvecklat var undervisning lite i
taget, under flera ar, i man av tid. Det roliga ar,
att det aldrig tar slut! Hela tiden prdvar vi nya
laborationer och lar oss utnyttja redskap som
tex grafritande minirdknare och datorer pa nya
satt. Det &r oerhért spadnnande att se om en ny
idé fungerar, och om den kan forbéttras.

Hur gér man

om man kénner sig osdker och tvekar?

Vi vill foresla att ni borjar med ett kapitel,
forslagsvis geometrin. Lat i gengald hela under-
visningen k&nnetecknas av ett undersdkande
arbetssitt. Inled ett omrdde med nagon
undersokning, diskutera i klassen, ge aktiviteter
i 1axa, ha laborativa inslag i provet och folj inte
noddvéandigtvis boken.

Hur hinner vi kursen?

Matematiktimmarna ar lika manga oavsett hur
vi arbetar. Alltsa arbetar vi pa ett satt som vi an-
ser leder till att eleverna I&r sig mest. Mest &r
inte alltid kvantitet! Kvaliteten ar minst lika
viktig! Nagot avsnitt kan behdéva behandlas
summariskt. Eftersom olika moment fran kur-
sen repeteras i de flesta 6vningar, far eleverna
andéa goda majligheter att ova.

Det tar tid innan man som larare blir bra pd
ett nytt satt att arbeta. Vi upptacker att alla akti-
viteter inte &r bra for alla. De far inte vara for
latta, inte for svara och olika klasser kraver
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olika dvningar. Att bestdimma volymen hos en
pappkartong ar trivialt for en del, men svart
nog for andra. En aktivitet vi tdnkt ut och tror
ar lysande kanske inte sager eleverna négot alls.
Vi behdéver lara oss elevperspektiv.

Internationella erfarenheter

Understkande arbetssatt fungerar bra i klasser
med elever pa olika niva. Jo Boaler (Boaler,
1997a) beskriver en studie som gjorts pa tva
skolor i England. P& den ena skolan bedrevs
undervisningen pa ett traditionellt satt, medan
den andra hade ett mer projektorienterat
arbetssétt. Det visade sig att eleverna som haft
ett friare och mer undersokande arbetssatt fick
ett battre resultat pa traditionellt nationellt
prov, d&ven om de "inte hunnit med kursen”. Det
antogs bero pa att de hade utvecklat en forméga
att anpassa och férandra metoder infér nya och
ovantade situationer. Eleverna hade en tro pé
att matematik involverade aktivt och flexibelt
tankande och de sdg ingen skillnad mellan
skolmatematiken och den matematik som
behdvdes utanfdr skolan. Fler elever valde
ocksa att fortsatta med matematikstudier.

En ovéntad "bieffekt” av de nya metoderna
var att flickorna trivdes mycket battre med
matematikundervisningen och i stérre
utstrackning valde att lasa matematik vidare.
(Se ocksa Boaler, 1997b; Emanuelsson, 1998)
Dessa metoder har dven testats under en langre
tid i fem skolor i socialt utsatta omraden i USA,
dar de har visat sig effektiva och inspirerande
och fatt skoltrétta och omotiverade elever att
l&ra sig matematik. (Silver, 1997)

Visioner

Var erfarenhet dr att det ar svért att bryta en
ond cirkel fér omotiverade och desillusion-
erade elever, om de efter manga ars traditionell
undervisning har tappat tilltron till sin egen
formaga. Vi hoppas att vi tillsammans med
grundskollararna och nya laromedel ska fa
elever som har arbetat pa ett utvecklande satt
genom hela sin skoltid.
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Det tar tid att fordndra undervisnings-
traditionen. En kortare tids arbete ér
otillrackligt for en egentlig utvardering, men
tillrackligt for att nyfiket ga vidare! Vart mal ar
att skapa en levande matematikmiljo. Vi 6nskar
vi hade speciella matematiksalar utrustade med
datorer s3 att eleverna kan undersoka tex
geometriska samband direkt da de dyker upp. |
salarna ska ocksd finnas matverktyg,
demonstrations- och laborationsmateriel samt
matematiklitteratur, dvs allt det som kan
behdvas pa en lektion. Vi vill ha runda bord for
grupparbeten och fria ytor for att utfora
experiment.

| var vision ar matematik ett amne som
beskrivs som dynamiskt, roligt, allmént,
hogprioriterat, centralt, fantasifullt, tillimpat,
integrerat ... Det tar tid men vi tror att méanga
sma men medvetna steg kan leda dit.
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