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Listin ad segja ekki allt

I stad pess ad kennarinn afhjapi sjalfur leyndardoma staerdfradinnar geta nemendur
fengid sem verkefni ad leita upplysinga og gera grein fyrir uppgétvunum sinum. Slik
leid kennir nemendum ad vinna saman. Nemendum var skipt i heimahdpa og
sérfreedihdpa. Efninu var skipt upp i adskilda peetti. Fyrst unnu nemendur i
sérfreedihopi med mismunandi efni sem tengist Fibonacci. Pau pemu sem unnid var
med voru runa Fibonaccis, hlutfoll, steerdfraedivefjur og feedingar
kaninufjolskyldunnar. Sidan leyst nemendur upp sérfreedihdpnum og foru i
heimahdpana. Hver medlimur i heimahépnum hafdi pannig eitthvad fram ad leggja
um mismundandi petti pemans. Nemendur leerdu mikid af ad skyra fyrir 6drum og
mikid var pad hvetjandi! pad er erfitt ad lata vera ad segja fra éllu.

Al kerro kaikkea!

Sen sijaan ettd opettaja paljastaa matematiikan salaisuuksia, voivat oppilaat saada
tehtévakseen itse ottaa selville tietoja ja esittédd 10ytdmaansa muille. Néissa
tapauksissa yhteistoiminnallinen oppimismuoto, palapelimenetelmé, voidaan
kayttad apuvalineend. Jakamalla Fibonacista kertova aineisto eri osiin ja oppilaat
kotiryhmiin ja asiantuntijaryhmiin, saivat oppilaat jokainen osaltaan tuoda jotakin
mukanaan yhteiseen osaamiseen. Oppilaat tydskentelivat ensin
asiantuntijaryhmassa oman Fibonacista kertovan tiedon kanssa. Eri
asiantuntijaryhmassa kéasiteltiin seuraavaa: Fibonacin lukusarja, harmooniset
suhteet, matemaattiset spiraalit ja kaniinien lisadntyminen. Oppilaat siirtyivat
tdman jalkeen asiantuntijaryhmasta kotiryhmaansa. Jokainen kotiryhmén jasen
esitti uutta tietoa kotiryhmalleen. Miten hyvin he oppivatkaan selittdessaan
toisilleen ja miten uppoutuneita he olivatkaan tehtavéénsé! On vaikeaa olla
kertomatta kaikkea.
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Siv Lindholm

Konsten att inte beratta allt

Hur gor ni med julklapparna i er familj? Gor ni
er besvar med paket och verser? Hor det till
programmet att barnen far leta efter gomda
paket? Eller gor ni det enkelt och bekvamt?
Aker jumpern och halsbandet, deckaren och
legobitarna ner i samma korg eller sack? Lika
vardefulla ar ju presenterna anda!

Ett I6jligt och inaktuellt resonemang en var-
vinterdag, javisst. Men det dék upp fér mig
haromdagen. | arskurs 7 borjade vi med
ekvationer. Det ar ett entydigt tema, klara re-
gler, latt att undervisa. Kanske dags att férnya
undervisningen litet? Hogstadielarare i
matematiska &mnen i Finland har néstan alltid
kombinationen matematik — fysik — kemi. Jag
har séledes laborationsutrustningen nara till
hands. Fram med vagskalarna tillhérande en
balansvag anno dazumal. Jag laddar upp med
25 cmé cylindrar och 10 cm®klossar av massing,
sadana finns i lager. Tva cylindrar och en kloss i
ena vagskalen, sex klossar i den andra. Jag
lagger till eller tar bort lika manga klossar i
vardera végskalen och jamvikten bestar. Och
jag kan fortsatta med att illustrera alla
raknereglerna for ekvationer! Roligt var det
dessutom, atminstone for mig.

Samma eftermiddag frdgar min kollega
Gunilla — tjugo &r yngre och med tio ars
lararerfarenhet — om jag borjat med ekvationer.
Dessutom fragar hon om jag anvéant vdra
arbetsblad. For ett par ar sedan satte vi
namligen ihop material for samarbetsinlarning
av ekvationer. Detta material hade hon anvant,
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eleverna hade diskuterat i grupper, gjort
upptackter och paborjat sin vag mot insikt.
Dér stod jag och k&nde mig som julgubben,
som glomt att sld in julklapparna! Hade jag
rentav avsiktligt gléomt var utarbetade
undervisningsfoljd for att fa berétta allt sjalv?

Men nér det ar sa roligt

Vad gor da en matematiklarare i mormors-
aldern / julgubbsaldern, som tycker att det ar sa
roligt att berdtta om matematiska samband,
handelser och storman? Hon vet efter trettio ar
som larare, att Pythagoras offrade en hekatomb
av gladje over sitt satsbevis, vad det stod pa Ar-
kimedes gravsten, hur Fibonacci kom fram till
sin talfoljd, Pascal till sin triangel, att
Ramanujan var personlig vdn med alla natur-
liga tal och sé vidare. Hon vet, att man kan kon-
kretisera potenserna av tvd genom att vika ett
papper, ja hon vet dessutom hur ménga ganger
man maste vika papperet for att komma till
ménen. Ar exponenten negativ, — varsagod och
riv papperet itu i stéllet, en rutinerad larare blir
inte svarsls. Men fragorna kunde vara méanga
fler. Ar det rentav kanske inte s& roligt att fraga,
om svaret kommer direkt?

”Fa svar pa aldrig stallda fragor ar
ju nagot av det tristaste som finns”,

sdger Sren Torngvist i sin bok Fysik per vers.
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Hur géra i stallet?

En elevgrupp skulle nog kunna diskutera sig
fram till sambandet mellan potenserna av tva
och pappersvikning om de bara fick litet puffar
i ratt riktning. Senast det var aktuellt med
potensers vérde, ifrdgasatte en elev mycket
bestamt, att ett papper som viks dubbelt sex
ganger skulle ge sextifyra papperslager. For att
bevisa att jag hade fel vek han ett papper sex
ganger och gjorde sig besvéaret att borra
passarspetsen igenom alla lager! Slutligen
raknade han hélen. Han fick en aha-upplevelse
och 2% = 64 blev darmed hans egen kunskap.
Jag stod bredvid och férundrades; mitt bidrag
var att lata bli att avbryta, i gengald fick jag
beskada ett laborativt arbetssatt som krontes av
insikt!

Potenserna av tvd har s& manga andra
infallsvinklar. Schackspelets uppfinnare bad ju
om en ansprakslos beloning; ett riskorn pé
forsta rutan, tva pé andra, fyra pé tredje och s&
vidare. Och visst kan det vara roligt att leka
med tanken pa hur manga forfader vi borde
hitta bland méanniskorna som levde vid var
tiderdknings borjan; tva foraldrar, fyra far- och
morforaldrar, atta stycken nar vi gar tre
generationer bakat. Réknar vi med sa dar tre
generationer per sekel, vad blir det da? Jag lovar
en intressant diskussion, om man jamfor anta-
let forfader ar ett med jordens sannolika be-
folkning vid denna tid. Matematik éar
sannerligen mycket mera an rakning!

Nésta géng det ar aktuellt med potenser, det
lovar jag mig sjalv, skall jag ha material, som
hjalper eleverna att komma fram till det hér
genom arbete i grupp! Eller vagar jag slappa
fram dem till andra samband, tillampningar
som jag inte har funderat ut pa forhand men
som &r deras egna?

Pusselmetoden

Men det galler har och nu. Min attondeklass
paminde mig senaste lektion om att man "bru-
kar” ha rolig lektion nar terminen slutar.
Of6rberedd pa detta forklarade jag att vi sista
lektionen skall syssla med smyginlarning av

linjara funktioner, men ndsta termin inleder vi
med “rolig” lektion. Sa fick jag ett litet andrum
och kan man ténka sig, linjara funktioner &r
mycket roligare, om de &r litet foérbjudna!

Nar nésta termin borjar har jag hunnit
forbereda mig. Under vinterlovet har jag last

dokumentationen fran senaste
matematikbiennal. | flere sammanhang
patraffar man dar Fibonacci och jag

kombinerar med det jag kan fran tidigare och
slar upp for att hitta mera om amnet. Det 4r si
roligt arbete, att det borde eleverna sjélva fa
gora!l Om jag anvander pusselmetoden borde
det vara mojligt.

Jag har tidigare provat pa pusselmetoden
som ett hjalpmedel i samarbetsinlarning. Dér
delas stoffet in i separata delomréaden. Eleverna
i en hemgrupp eller samarbetsgrupp far olika
delomraden att studera for att var och en bli
expert pa sin del. Elever fran olika hemgrupper
som fatt samma uppgift bildar en expertgrupp
for att hjélpa varandra att leta fram fakta och
forstd. Sedan gar var och en tillbaka till sin
hemgrupp och fungerar som ldrare och
resursperson for de vriga. Alla har da bidragit
med sin pusselbit, alla har fatt forklara och vara
expert pa sitt omrade. Och sa bra man lar sig
nér man forklarar fér andra!

Den har gangen har jag gjort uppgiftspapper
som bas for arbetet i expertgruppen. Och jag
har inte varit renldrig och gjort separata
pusselbitar utan de 6verlappar varandra delvis.
Varje expertgrupp far endast ett papper sa att
de gor egna anteckningar infor presentationen i
hemgruppen. | Kklassen ger jag enkla
instruktioner. Eleverna delas in i hemgrupper
om fyra. | varje grupp numreras eleverna. Alla
ettor arbetar tillsammans i sin expertgrupp
(Fibonaccis talféljd), tvaorna i sin (Harmoni-
ska proportioner), osv. Under de tjugo minuter
som ges for den delen av arbetet hinner jag
kontrollera att det fungerar. Efter detta gér alla
tillbaka till sina hemgrupper och var och en
skall se till att alla i hemgruppen féar ens pussel-
bit och forstar den. Har galler det att uttrycka
sig, att anvanda sitt eget sprak for att de 6vriga
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skall inse det man sjélv insett i det gemens-
amma arbetet i expertgruppen.

Arbetsuppgifter

| arbetsuppgifterna for expertgrupperna lat jag
avsiktligt vissa samband komma fram fler
ganger. Kamraterna i hemgruppen har littare
att ta till sig nya fakta, ndar de kan kombinera
med tidigare kunskap. Uppgifterna var dessa:

FIBONACCIS TALFOLJD

— Fibonaccis talféljd ar en féljd av tal,
dar varje tal (fran och med det tredje i
ordningen) & summan av de tva
narmast foregaende:

1,123, ..

Fortsatt foljden, om det sjunde talet ar
13, gor du ratt!

Fortsétt éanda till talet 987, som &r det
storsta tresiffriga i foljden. Foljden ar
oandlig.

— Bilda kvoten av ett fibonacci-tal och
det narmast féregaende, rakna ut

narmevarde med tre decimaler:

1 2 3 5

== , — = , — = , — = , OSV.
1 1 2 3
Anteckna vérdet av de tio forsta
kvoterna.

Vad marker du d&?

— Rakna ett narmevarde for

Al V’E

uttrycket . Kommenteral!

Detta kallas det gyllene snittet.
Grekerna upptéackte att om man
delade en stracka enligt detta
forhallande, var det mycket tilltalande
fér manniskans 6ga.

Enligt dessa proportioner byggde t.ex.
antikens tempelbyggare Parthenon
uppe pa Akropolis i Aten. Vem har sett
platsen?
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Mera information &n sd gavs inte at
expertgruppen. De fick sjélva anteckna det som
skulle framfdras at hemgruppen. Uppgiften var
latt, speciellt i borjan, dar de satt med raknare
och tavlade om att forst komma fram till 987.
Det svaraste var proportionsbhegreppet, men
det klarnade i hemgruppen nér alla pusselbitar
kom pa plats. Uppslagsverk fanns till hands, s&
de kunde leta fram en bild av Akropolis. De
hittade ocksd det gyllene snittet i
uppslagsverket och fick mera bakgrundsfakta..

Alla i expertgruppen fick en kopia av rektangla-
rna, sa att de kunde undersoka vad kamraterna
i hemgruppen hade for asikt om rektanglars
"skdnhet”. Givetvis gick asikterna isar; antalet
tillfragade var inte statistiskt tillforlitligt. Vi
besl6t, att samma elever senare i samband med
statistiken gor en enkét i en stdrre population.
Eleverna slog upp det gyllene snittet, da
Vinci och Le Corbusier i lexikon. Att médta om
ens navel delade kroppen i harmoniska pro-
portioner var populdrt. Flera ville diskutera
varfor det inte stamde sa bra pa dem. De tyckte
att overensstammelsen var dalig om andra
decimalen avvek fran det teoretiska vérdet! Har
fanns orsak att ga in i diskussionen. Dels fick vi
ha olika asikter om vikten av att aga “en ideal
kropp”, dels kunde vi konstatera att benen
véxer snabbt i fjortonarsaldern och sist men
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HARMONISKA PROPORTIONER

- Diskutera er fram till vilka tva rekt-
anglar som &r "vackrast”, vilka som
har de mest tilltalande proportion-
erna:

Skulle ni fraga hundra eller tusen
personer, skulle rektanglarna 3 och
8 vinna Klart.

De har sé kallade harmoniska pro-
portioner:

Mét langd och bredd och dividera.
Vad blir kvoten?

For dessa rektanglar géller: (ca 1,6).
Ténker du dig en framtid som arki-
tekt &r detta gyllene snitt vasentligt.
Enligt dessa proportioner byggde
t.ex Le Corbusier.

inte minst insag alla, att om man mater slarvigt
kan man inte kréva stor noggrannhet av resul-
tatet.

- Leonardo da Vinci ansag att
manniskans navel delar kroppen i
harmoniska proprotioner. Stéammer det
in pa er?
Mat era matt |
och berakna g
kvoten b/a. .

]
1°

1 )

For denna del behdvs passare, tavelpassare och
tillaggspapper beroende pé& hur stor figur som
ritas. Uppgiften ar konkret och tacksam att
presentera. N&r experterna kommer till
hemgrupperna ser medlemmarna snabbt sam-
bandet med talféljden.

Att hitta tillimpningarna i naturen &r
svarare. Snackan kommer nagon pa, sedan
kanske en kotte men dérefter &r det stopp. Har
behovs bistand. Nasta gang skall jag ha en stor
torkad solros i beredskap! En liten filosof sager,
att det ar helt logiskt att matematiska spiraler
forekommer i naturen; det nya bygger pa det
gamla. En annan fragar plotsligt, om jag
verkligen vagar pastd, att Gud skulle vara mate-
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MATEMATISKA SPIRALER

I naturen forekommer matematiskt perfekta spiraler. Du skall rita en sddan pa foljande sétt:

— Starta med att marka ut tvd sma rutor under varandra pa 10 rutors avstand uppifran och

fran vanster pa pappret,

- Rita en storre kvadrat omedelbart till hdger om dessa tvd. Den nya ||
kvadratens sida = summan av de féregaende tva kvadraternas sidor:

— Fortsatt med att rita en ny stérre kvadrat under de foregadende. Dess sida
ar summan av de tva foregdende kvadraternas sidor.

— Foljande kvadrat ritas till vanster om de tidigare, dess sida blir 5 enheter.

- Foljande ritas ovanfor, fortsatt sa langt pappret racker.

— Anteckna kvadraternas sidlangd som en talféljd: 1, 1, 2, 3,..
— Sen ritas spiralen. Den byggs upp av kvartscirklar inne i kvadraterna:

- Fortsatt s& mycket som ryms pa pappret. Snyggt, eller hur? Kanske kan

du fortsatta p& annat papper.

— Var hittar man denna figur i naturen?

matiker! Jag marker, att det inte ar sa farligt att
ibland bli svarsl6s. Det viktiga ar att fragorna
stélls.

Den har delen var svarast. Man maste kunna
koncentrera sig en langre stund for att komma
underfund med kaninerna. Jag valde inte direkt
ut eleverna till denna expertgrupp, men jag sag
till att vissa elever inte behévde fa den har
uppgiften. Att hitta talféljden i expertgruppen
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var anda ratt svart, enklare var det i
hemgruppen. Detta var den sista pusselbiten sa
alla i hemgruppen hade vid det har laget
talféljden klar for sig och kunde gissa att den
skulle dyka upp igen.

Hur gick det?

Langre tid hade beho6vts. En lektion pa
fyrtiofem minuter var perfekt i teorin; fem
minuter for gruppindelning och instruktioner,
tjugo minuter i expertgruppen, fem minuter
for varje presentation. | praktiken blev detta for
knappt, speciellt for arbetet i expertgruppen,
déar de hade behdvt mera tid att diskutera med
varandra efter att de forstatt uppgiften. Bast
hade varit om vi omedelbart hade haft tid till
gemensam reflektion och kunnat diskutera
arbetets gang och resultatet. Vi fick vanta till
nasta lektion for att kunna f6lja upp och
kommentera arbetet. D& framgick det, att
experten i ett fall hade gatt till sin hemgrupp
utan att fullt forsta sin uppgift. Men lyckligtvis
var de Ovriga inforstddda med tillrackligt
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KANINERNAS FORTPLANTNING

- Tareda pa féljande:
vem var Fibonacci?
nar och var levde han?

vad inférde han i Europa (du har anvéant det idag)?
- Fibonacci snubblade p& en marklig talféljd, nar han funderade p& kaninernas fort-

plantning:

vi borjar med ett kaninpar, en hane och en hona
efter en manad ar kaninerna kénsmogna, efter ytterligare en manad foder honan
ungar, och detta gor hon i fortsattningen med en manads mellanrum.
vi tanker oss att det alltid fods tv& ungar, en hane och en hona och dessa kaninpar
foder tva ungar varje manad fran och med tva ménaders alder.

Hur ménga &r kaninparen efter 1, 2, 3, 4 manader?

Vid start: [

1 manad: [

2 manader: m —#

3 manader m -\ —
4 manader M - m [ -

Fundera tillsammans ut hur manga kaninpar det finns efter 5 manader och efter 6
manader. Kanske kan du utan att rita kaniner komma underfund med hur talserien

fortsatter?

narliggande uppgifter. "Det blev vi som
forklarade for honom i stéllet”. Han bidrog
anda, hans pusselbit var problemet och grup-
pen fungerade, vilket var positivt. Det var roligt
att se hur presentationerna togs emot i
hemgruppen. En vanligen tyst elev fick aktiva
lyssnare. Som expert kom han till férberedd
mark, medlemmarna i hemgruppen kénde inte
till det nya stoffet, men de kande &ndé snabbt
igen det. De fattade snabbt galoppen och ville
ta Over och berdtta sin del och visa att det hand-
lade om samma sak fastdn infallsvinkeln var en
helt annan. Att kdnna igen och associera, det ar
ju ockséd en del av gladjen i ett samtal
manniskor emellan.

Det har var knappast vad eleverna avsag
med “rolig lektion”, nar de efterlyste en sadan.
Men det var en annorlunda lektion och under
uppstéliningen till morgonsamlingen horde jag
eleverna berétta att de minsann haft Fibonacci i
matematiken idag! F6r min del fick jag gladja

mig at att eleverna fatt en bit av matematikens
kulturhistoria. Och det bésta av allt: eleverna
hade sjalva letat fram den!

Jag har varit med lange och jag vill ju s&
gérna berétta. | min tidiga barndom var min
krets ett smabruk, som var ytterst litet
mekaniserat. Jag tycker mig ha upplevt den
industriella revolutionen fastdn den i
ménsklighetens  historia  infoll  ndstan
tvdhundra ar tidigare. Jag har upplevt
informationsrevolutionen. Vad allt kan jag inte
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bidra med nér mina elever skall skapa sig en
vérldsbild!

Men ar det 6verhuvudtaget mojligt att bidra
till en annan manniskas eget skapande?

Knappast, om jag férvantar mig att mina
elevers vérldsbild skall bli en kopia av min. Fér
mig galler det att halla inne med mina snabba
svar, ge eleverna tid och unna dem
upptackargladje. Vid narmare eftertanke ar
arbetsuppgifterna ovan tdmligen tillrattalagda.
Men jag lar mig. Jag har gladdjen att ha
arbetskamrater att diskutera med. Vi lanar av
varandra, vi plockar fran fortbildningstillfallen,
egna och varandras, tack och lov att ingen
satter copyright pa ideerna!
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