Anne Berit Fuglestad

Dynamisk geometri — her er det noe i beve-
gelse. Vi kan flytte pé figurer eller dra i dem,
forandre form eller storrelser. Vi starter i
utgangspunktet med frie objekter: punkt,
linje, linjestykker, sirkler og lignende. Disse
kan flyttes fritt og forandre storrelse. Andre
objekter konstrueres pa grunnlag av disse,
som skjeringspunkter, normaler pa linjer
eller punkt pé et annet objekt. Noen av disse
blir fast bestemt av konstruksjonen men andre
kan flyttes i begrenset grad, som for eksem-
pel punkt pé en sirkel (punkt pd objekt) kan
bare flyttes pa sirkelen. Konstruerte normaler,
midtpunkt, sirkler folger med og er fortsatt
normaler, midtpunkt og sirkler etter flytting.
I denne artikkelen bruker jeg Cabri i eksem-
plene og viser til menyer i dette programmet.
Vi finner lignende muligheter i andre pro-
grammer, som Geometers Sketchpad, Cin-
derella, Geonext og andre.

Dynamisk geometri gir gode muligheter for
a legge opp undervisningen slik at elevene selv
far anledning til & eksperimentere bade med
geometriske egenskaper og med sammenhen-
ger mellom storrelser i geometriske modeller.
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I konstruksjoner med papir og blyant kan det
ofte vare vanskelig & se om en konstruksjon
er korrekt utfert. Ved & dra i figuren konstru-
ert i Cabri vil det fort avslores om den henger
sammen.

I en artikkel i Tangenten nr. 2 (03) har jeg
omtalt Elektroniske arbeidsark i Excel. Det er
mulig 4 tenke pd lignende méte med dynamisk
geometri for & gi en problemstilling & arbeide
med. Arbeidsarket kan gi en start pa et pro-
blem uten at elevene trenger & gjore konstruk-
sjonene. Figurene viser utdrag av arbeidsark
som omtales. Cabri-filene for disse kan lastes
ned fra www.caspar.no/tangenten/2005/cabri.
zip.

I noen tilfeller passer det godt @ lage en

ferdig eller halvferdig konstruksjon som
elevene skal eksperimentere med for & gjore
seg kjent med de geometriske egenskapene
figurene har eller undersgke sammenhenger.
Fokus kan vare péd egenskaper ved figurene
som skal utforskes mer enn konstruksjonen
som bygger den opp. I slike tilfeller kan en
ferdig figur veere god 4 arbeide med, og sd kan
elevene senere fa utfordringen & konstruere
dem selv. Det er ogsd mulig & legge forkla-
rende tekster péd arket for kommentarer eller
oppgavetekster. Menyvalget *Skriv kommen-

5



tar’ brukes til 4 sette inn tekstboks. Tekstbok-
sen kan formateres ved & dra i den til den far

passende storrelse. Husk a klikke pa Ab]

pekeren (pila) etterpa. =

Firkanter og kvadrater

Er det bare kvadrater her?
Dra i figurene for & finne ut noe mer om dem

A B c b

Er alle disse firkantene kvadrater? Se Arbark-
Firkanter.fig. Ved & dra i figurene fir vi avslort
at det ikke er bare kvadrater, men forskjel-
lige egenskaper ved firkantene. For & forstd et
begrep og kunne skille det fra andre trengs det
erfaringer med begrepet, bade objekter som
passer inn og de som ikke passer inn under
begrepet. Elevene fir nyttige erfaringer gjen-
nom utforsking av hvilke egenskaper de har
og ikke har. En utfordring videre kan veere d
konstruere de forskjellige firkantene.

En slik utforskingsoppgave der elevene kan
dra i figurene for & undersgke sammenhen-
ger, kan gi en forste innfering i bruk av Cabri.
Denne oppgaven er ogsd omtalt i en artikkel
i Tangenten tidligere [2] der tema er hvordan
konstruktivistisk syn pa lering gir utslag i
valg av dataprogrammer og oppgaver.

Speilinger
P& arbeidsarket ArbarkSpeil.fig er
det figurer som henger sammen etter

-
—
—
-

punktene A, B og C pa en av trekantene og

bestemte regler. Det er mulig & dra i

de andre folger med. Hvilke regler folger de?
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Kan vi beskrive hvordan de henger sammen?
Her er tanken at elevene skal eksperimentere
og finne fram til ssmmenhengen og oppdage
speilingslinjene. Her bruker vi menyvalget
skjul/vis for & gjore speilingslinjene usynlige.
Det er pa knappen helt til hoyre i menyen.

Og hvordan henger
disse sammen?

Trekanten ABC speiles i en eller flere linjer.
Figuren viser hvordan det ser ut med linjer
normalt pd hverandre. Med hensikt er spei-
lingslinjene skjult her, slik at ikke lgsningen
gis direkte.

En nytt spersmal kan vere 4 be dem finne
speilingslinjene. Dette er ikke lagt inn i
arbeidsarket fordi det ville fortelle at dette er
speiling, og dermed fir ikke elevene oppdage
det selv. Her tror jeg det er viktig & balansere
informasjonen som gis direkte slik at vi ikke
tar bort utfordringen for elevene.

Firkanter og sirkler
Et arbeidsark om sirkler og firkanter (Arbark-

OmSirk.fig) er laget etter inspirasjon fra en
artikkel av Holzl [4]. Midtnormalene for en
trekant skjaerer hverandre i ett punkt, og det
gir sentrum i den omskrevne sirkelen, den
som gar gjennom alle tre hjornene i trekanten.
Elevene sa ikke noe behov for & begrunne eller
bevise dette siden Cabri viser at det opplagt er
slik. Ved & gi en mer dpen oppgave — & studere
omskrevne sirkler for en firkant - ble det en
helt annen oppgave, kanskje vanskeligere men
mer stimulerende. Case-studien som Holzl



Om sirkler og firkanter

kvadratet.

Kan du gjere det

Se litt lenger nede

Konstruer en sirkel som gér
gjennom alle hjgrnene | dette

sammeefrcy)r rektangelet?

de kan gjore det samme for denne.
Bare forste delen av arbeidsarket vises
her.

En metode for 4 lose den forste opp-
gaven i arbeidsarket kan vere & bruke
diagonalene. Dette viser seg ikke &
fungere for den generelle firkanten. S&
kommer spgrsmalet om det gar an i
det hele tatt.

Jeg har lagt inn et siste tips — at det
fins helt sikkert noen firkanter som
har en omskrevet sirkel. Her er firkan-
ten laget slik at hjornene er pé sirkelen.
Oppgaven blir & finne ut mer. Her kan

tips om & se pa vinkler vaere aktuelt.

beskriver viser at det forer til storre engasje-
ment og dypere utforsking av oppgaven.
Arbeidsarket (ArbarkOmSirk.fig) er lagt opp
slik at elevene forst ser pa kvadrat og rektan-
gel for & komme i gang. Lenger ned pa arket
kommer en annen firkant med spersmél om

Men det er ikke sikkert det er lurt &
legge alle slike tips inn i arbeidsarket. Det er
alltid en fare for at elevene leter seg fram til
alle tips forst og ikke fér gleden av 4 oppdage
sammenhengen selv. Det kan vare en bedre
strategi 4 holde noen spersmél og nye utfor-
dringer i reserve. Kanskje elevene selv kommer
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Sirkler og vinkler

Higrnene i sirkelen kan fiyttes pa trekanten.

Sette mal pa en vinkel gjgres med
meryvalget Vinkel pé tredje knapp fra
heyre. Angi tre punkter.

Finn ut noe om sammenhengen mellom
vinklene. Se hvordan det blir nar du fiytter pé
de tre hjgrmene.

Forsak & fa vinkel C il & bli 90 grader.

tangenten 2/2005



til 4 stille nye spersmal? Dette har starre verdi
for videre utforsking og vil sannsynligvis virke
motiverende pa arbeidet. Viber stimulere dem
til selv a stille spersmal og finne ut av lignende

oppgaver.

Vinkler i sirkelen

Pa arbeidsarket ArbarkVinkler.fig har vi forst
en trekant med hjerner pé en sirkel. Vinklene
kan males, med verktoyet Vinkel pa tredje
knapp fra hoyre, og oppgaven er & finne sam-
menhenger. Vinkelsum i en trekant kan for
eksempel beregnes med *Beregn (Kalkulator)’,
pé tredje knapp fra hoyre. Pek pa tallene som
skal innga i beregningen, regneoperasjoner og
sd pd > =". Svaret dras fra Kalkulatoren ut til
tegneomradet for 4 vise resultatet. Resultatet

blir nd oppdatert fortlopende nar figuren for-
andres (se illustrasjoner forrige side).

Papir og blyant og eventuelt lommeregner
kan supplere Cabri dersom det faller enklere i
bruk. Det er ikke noe poeng & bruke datapro-
grammer til alt, men heller utnytte muligheter
for kombinasjoner av flere verktoy nar det er
enklere.

I den neste oppgaven er det en firkant med
et hjorne i sentrum og de andre pa sirkelen.
Her kan vi finne ut noe om sentral- og perife-
rivinkler og om summen av motstdende vin-
kler. Siste punkt pa samme arbeidsarket flytter
et av punktene pd sirkelen utenfor og vi stude-
rer igjen sammenhenger. En annen mulighet
kunne ogsa vere 4 se pa vinkler i en firkant
der alle hjorner er pa sirkelen. Til slutt gis en

Grafer og ligninger

Tatak i linja og fiytt pa den, roter eller
forskyy. Finn ut hvordan tallene og
formelen henger sammen.

Konstruer en parallell
med linja og sett p& de
samme informasjonens

k.onstruer en normal til
linjene og undersak
videre,

y=0B1x+448

067

(0.00,4.48)

-7.37.000)

TIPS

informasjonene

Menyen pa tredje knapp fra heyre gir valg for
likninger og koordinater og stigningstall som
kan brukes for & sette pa de aktuelle




oppfordring til elevene om & finne andre opp-
gaver av lignende type og undersoke disse.

Hva betyr parametrene —
funksjoner og grafer
I arbeidsarket vist pa forrige side (ArbarkLi-

Formler.fig) er poenget & se sammenhenger

-

mellom stigningstall, likningen for

linja og skjering med y-aksen. Vi

kan tegne flere linjer og se pa tilsva-

rende storrelser. Her er foreslatt parallell og
normal til ei gitt linje. Vi kan ogsa starte med
en gitt likning og sperre hvordan den vil ga
og sé forseke & flytte linja slik at det passer.
Menyvalgene ’Likninger og koordinater’ og
’Stigningstall’ pd menyknapp nummer tre fra
heyre har disse valgene.

'\ Drai parabelen for & se hvordan den
forandrer seg. /

\ Undersek hvordan formelen for /
"\ papabelen har sammenheng med /
' koordinater til andre punkter. /

Vi kan lage et tilsvarende arbeidsark for
andre kurver. For eksempel har ArbarkPa-
rabel.fig en parabel som er konstruert ut fra
definisjonen, samme avstand fra ei linje og
et punkt P. De stiplede linjene er hjelpelinjer
for konstruksjonen. Vi kan bruke menyvalget
’Vis aksene’ om vi trenger & se naermer pé hvor
parabelen er plassert.

Trigonometriske funksjoner
Dette arbeidsarket ArbarkTrig.fig viser hvor-

dan sinuskurva kan tegnes ut fra en geome-
trisk illustrasjon. P4 en sirkel med radius 1
setter vi av lengde langs sirkelen som tilsva-
rer x-koordinaten til P, buen AB. P4 figuren
viser de stiplede linjene hvordan et punkt K
pa kurven konstrueres, med en normal fra P
og en parallell fra punkt B pé sirkelen. Idéen
med arbeidsarket er & se pd K nar P flytter seg.
For dette er det god hjelp a bruke menyvalget
"Spor P&/Av’ pé andre knappen fra hayre. Jeg
har valgt & bruke forste koordinaten til P for
a sette av lengde pa sirkelen slik at ogsa nega-

| 4

—geometrisk sted — gir hele kurven | §
gy

tive x-verdier blir riktige. "Lokus’

tegnet opp. Menyvalget fins pé
femte knapp fra venstre.

Sinuskurve - geometrisk bestemt

Punktet P kan flyttes pé x-aksen.
Tilsvarende punkt pa sirkelen flyttes
med og bestemmer verdien og
dermed punktet K pa sinuskurva for
gitt P

Sett pa spor pa K. Velg (1.64,10.00)
pila og flytt p& P for & se

hva som skjer.

Sl& av igjen spor pé
samme mate

Velg Lokus for punktet K
nar P flytter seq.

Arbeidsarket kan muligens egne seg godt til
demonstrasjon i klassen forst, og senere kan
det veere en utfordring for elevene & lage til-
svarende for cosinusfunksjonen. Mye er likt,
men det er en liten utfordring i & sette av den
riktige lengden langs y-aksen. Det er flere
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mater 4 lgse dette pa.

En ide som bruker noe av det samme som
her, er & lage en illustrasjon som viser vinkel i
grader pd sirkelen og avstand i radianer langs
x-aksen.

Det er ogsa mulig i Cabri d tegne grafer
til funksjoner gitt ved et uttrykk. Vi setter
inn uttrykket i eksplisitt form, for eksempel:
x + sin(x), med menyvalg *Uttrykk’. Vi bruker
"Finn verdien til uttrykk’ og bruker resulta-
tet for y-koordinat. De aktuelle menyvalgene
fins pd andre og tredje knapp fra hoyre. Na
kan grafen tegnes ved 4 bruke "Lokus’. Vi kan
senere redigere uttrykket for funksjonen og far
automatisk tegnet graf for det nye uttrykket.
Klikk pé pila forst og dobbeltklikk deretter pa
utrykket for & redigere det. For & zoome inn
og ut kan vi ta tak i et av merkene pa aksene
og dra til det er passende storrelse.

A tegne grafer pa denne maéten er kanskje
nermere det vi gjor med papir og blyant enn
med et kurvetegningsprogram. Cabri kan gi
en god start for vi tar i bruk programmer som
har mange flere muligheter innebygd. Grafen
kan ogsa tegnes raskere, ved & velge ’Finn ver-
dien til uttrykk’, klikke pd uttrykket og deret-
ter et punkt pd x-aksen. Kurven kommer da
automatisk.

Linse og plasseringer av bildet
Dette eksemplet er en demonstrasjon av

reglene for lysbryting i ei linse. Se ArbarkLinse.
fig. Dette er aktuelt stoff bdde i matematikk og
fysikk. Bildet i form av en vektor fra punkt A
er tegnet opp. A kan flyttes for 4 se pa forskjel-
lige plasseringer, og vi far bildet i linsa ved A’.
Brennpunktet F og linsa L kan ogsd flyttes om
det er gnskelig.

Her kan det veere aktuelt & sammenligne
resultatene med det vi ser gjennom ei konkret
linse og forseke a forklare de reglene vi finner.
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Linse, med brennpunktene F og F'

Se hvordan det gar med figuren (pila) for
forskjellige plasseringer av A (A kan flyttes)

L

A = E l

Finn ut noe om starrelse og plassering av A'
sammenlignet med A

Hvor ma for eksempel A plasseres for at A’ skal
bli sterre? Kan vi forklare dette?

Med vilje er spersmalene i arbeidsarket
apne slik at elevene kan utforske og ha mulig-
het til & danne egne hypoteser.

Arbeidsarkene skal gi startpunkter for
utforsking og en hjelp til 8 komme i gang. Det
gjelder a finne en balanse mellom enkle spors-
madl og mer dpne utfordringer som elevene selv
skal utvikle videre. Elevenes egne spersmal vil
ofte virke motiverende og stimulere utforsk-
ing. Det kan ogsé tenkes at de finner andre
regler og hypoteser enn det leereren tenker
pa.

Det fins flere kilder til arbeidsark eller fer-
dige Cabri filer laget med tanke pd undervis-
ning. Noen eksempler fins i Data i matematik-
ken [2] og [1]. Active geometry er en samling
med arbeidsark pa papir og tilhgrende filer
i Cabri, utgitt av ATM, en engelsk matema-
tikkleererforening [3]. P4 Cabri World 2004-
konferansen presenterte en av forfatterne der
ogsa en stor samling med Cabri-filer for bade
grunnskole og videregaende skole[5].
(fortsettes side 15)



for salg.

Personlig synes jeg menyene i Cabri kan
vere noe raskere 3 bruke, siden hvert av val-
gene under Objects-feltet i GEONEXT rett og
slett er lagt direkte tilgjengelig utover som en
slags verktoylinje i Cabri. Men jeg vil likevel si
at Cabri kan foles mer uoversiktlig nar du skal
bearbeide en konstruksjon ved a for eksempel
gjore deler av den usynlig.

A lage det som kalles en makro i Cabri,
betyr & lagre en eller annen sekvens av opera-
sjoner som du velger ut selv. Dette kan brukes
til & gjore vanlige konstruksjoner raskere, eller
til & "huske’ visse kompliserte konstruksjoner.
Det ser ikke ut til at GEONEXT gir mulighet
for & lage makroer, og det er synd. Men selv
om dette ikke er mulig i GEONEXT, sa har vi
her mulighet for 4 zoome inn konstruksjonen
vi jobber med. Den muligheten har vi ikke 1
Cabrij, til tross for at det er en opplagt fordel
hvis vi jobber med litt storre konstruksjoner.

En annen ting som selvfolgelig er behagelig
med programmer som GEONEXT og Cabri,
er at du som laerer far relativt lett tilgang til &
lage dine egne illustrasjoner pd datamaskinen,
og lagre dem til senere bruk. Hvordan du gjeor
det, kan du lese om i den utferlige nettversjo-
nen av artikkelen.
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(fortsatt fra side 10)

Det er mulig a4 legge Cabri-filer ut pa inter-
net slik at vi kan eksperimentere direkte der
uten & bruke Cabri. Det begrenser selvsagt
mulighetene for videre arbeid, men gir gode
dynamiske illustrasjoner som kan trekkes
inn i undervisningen. Noen eksempler fins
pa Cabri Java-sidene og andre nettsteder for
matematikkundervisning, se [6] og [7].
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