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Konkretisering av
matematiska begrepp | skolan

Den kinesiska forfattaren och nobelpristagaren i
litteratur, Gao Xingjian, anvinder en spinnande
metod i sitt arbete. Han talar in sina blivande
texter pa band for att kunna lyssna pa dem
innan han skriver ner dem. Det gor han for att
texten madste uppfattas av 6rat och inte enbart
med de verktyg vi anvinder nér vi tinker.

Mainga vetenskaper har sina egna tecken for
notation, sitt eget symbolsprik. De insatta kan
enkelt ta del av symbolerna och férvandla dem
till inre bilder.

En musikaliskt bevandrad méinniska kan
lasa noter och samtidigt héra musik inom sig.
P& samma sitt kan en matematiker lidsa mate-
matisk text och gora sig en bild av situationen i
sitt inre. For de allra flesta av védra elever behovs
det ndgon form av konkretisering for att mate-
matiska begrepp och regler skall bli begripliga
och kunna befistas i deras verklighet.

Konkretisering dr ett sitt att synliggora
matematiska idéer sd att mdnga, till sin ligg-
ning och utrustning, olika personer kan ta
del av dem. Nér man konkretiserar stimuleras
flera sinnen samtidigt och upplevelsen berér pa
djupet. Konkretisering sker oftast i samband
med introduktionen av nya begrepp och regler.
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For mig dr konkretisering att med hjilp av kon-
kreta hjdlpmedel vigleda eleven till forstdelse av
teoretiska begrepp. Metoderna och hjilpmedlen
vid konkretisering kan variera. Sjilv upplever
jag mig konkretisera begrepp ocksd nir jag
anvinder mitt sprak till pa olika sitt forklara
nya begrepp och regler for eleven.

For matematikens del kan man genom att
konkretisera fa uppgifterna att stiga ut ur pap-
peret. De svarta symbolerna pa det vita papperet
behovs, men konkretiseringen ger liv &t uppgif-
terna och hjilper eleverna att forsta teoretiska
resonemang. Nidr man arbetar med konkret
material i matematikundervisningen blir upp-
gifterna oppna och ger mojlighet till differen-
tiering. Vi konkretiserar for att hjilpa elever till
forstéelse av teoretiska begrepp, vicka nya idéer
eller for att bekrifta det de redan vet.

Vad fordras det av en elev for att hon skall
kunna kidnna glidje och ha framging i sina
matematikstudier? Som gymnasieldrare frappe-
ras jag ofta av att problemen i matematik pa alla
stadier ser ganska likadana ut. Eleverna kdnner
sig osdkra infor rakning med braktal, hyfsning
av enkla uttryck, rikning med kvadratrotter,
skillnaden mellan uttryck och ekvation, info-
randet av variabel och parameter, enhetsom-
vandlingar.

Alla larare vet hur viktigt det dr att eleven
tillignar sig en god grund i matematikstu-
dierna. En forutsittning for att studierna skall
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uppfattas som meningsfulla dr att eleven med
lararens stod fir mojlighet till egen begrepps-
bildning. Liraren befister sedan nya begrepp i
elevens matematiska verklighet.

For elever i dldern 6-12 ar dr det naturligt
att begrepp maste konkretiseras pd olika sitt.
Ocksa for elever i de hogre klasserna kan kon-
kretisering oka intresset och forstdelsen for
matematiken.

Forutom klara begrepp behover eleverna en
god taluppfattning for att studierna skall 16pa
smidigt. D4 man lser matematiska problem
giller det ofta att kunna ana sig till 13snings-
modeller; man bér kunna koppla ihop olika
delar av sitt kunnande pa ett kreativt sitt. Ett
sdtt att beskriva den formdgan 4r att tala om en
matematisk intuition. For att kunna utveckla en
matematisk intuition 4r en god taluppfattning
mycket vardefull.

Talen skall girna ha en skepnad och skilja
sig frdn varandra for att eleverna skall kunna
experimentera med dem och anvinda olika tan-
kemodeller. Med sma transparanta firgknappar
skapar vi bilder av tvd udda tal och visar elegant
att summan av tvd udda tal alltid dr jamn. Med
hjilp av knapparna kan man litt och vackert
konkretisera eller visualisera ett antal mate-
matiska regler som féljer nedan. Uppgifterna
nedan dr exempel pd hur man med ett konkret
material, i detta fall de firggranna knapparna,
kan konkretisera eller synliggéra matematiska
regler och sanningar. Elevernas abstraktionsfor-
mdga utvecklas i “egen takt” vilket betyder att
det i ett och samma klassrum oftast finns elever
med vildigt olika formaga till abstraktion. Med
varierande undervisningsmetoder och med stod
av konkretisering kan man ge alla elever en
chans till inldrning. Sévil hog- som lagpreste-
rande elever gynnas av att anvinda varierande
kanaler for inldrning.

Visualisera ett udda tal

med hjalp av knapparna

Bilden av ett jamnt tal upplever eleverna som
naturlig. Man kan dela knapparna rittvist
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mellan tvd personer och tva lika hoga staplar
kan bildas av knapparna. P4 matematikens
exakta symbolsprik skriver vi 2-n dir n €N, de
naturliga talens mangd. Ett udda tal ddremot
gar inte att dela jimnt med tva. D4 vi arbetar
abstrakt och endast anvinder symbolsprik
betecknar vi ett udda tal 2n— 1 eller 2n + 1 ddr
n tillhor de hela talens miangd. D4 vi konkreti-
serar udda tal anvinder vi oss av formen 2# + 1
av naturliga skal.

Vi skriver dd 2n + 1, ddr n dr ett naturligt tal.
D4 man anviander konkretisering som hjidlpme-
del dr det lampligt att jobba endast i talméng-
den N.

Nu kommer vi till den egentliga uppgiften.
Vad giller for svaret dd@ man adderar tvé udda
tal?

Bevisa att summan av tvé udda tal alltid ar
ett jamnt tal.

Om eleven har bekantat sig med udda talen och
deras “konkreta” framstéllning dr det enkelt att
bevisa satsen ovan:

2n+1)+@2m+1)=2n+2m+2=2(n+m+1)

dér (n+m+ 1) utgor ett positivt heltal. Alltsd dr
summan av tvd udda tal alltid ett jimnt tal.

®
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Beviset ovan ir inte speciellt svirt for en elev
att lira sig om ldraren visar bevisféringen med
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symboler. Om eleven har laborerat med talens
egenskaper och visuella utseende 4r det sanno-
likt att hon kan komma pé beviset utan hand-
ledning av ldraren.

Visaatt 1+3+5+7+...+(2n—-1)=n?
Summan av pa varandra f6ljande udda tal, bor-
jande fran 1, blir alltid ett kvadrattal.

Att konstatera faktum genom att summera
talen kan vara en upplevelse i sig. Man kan dock
konstatera samma sak genom att forma udda tal
med hjilp av firgknappar och sedan foga ihop
en bild, dir man boérjar med den triviala ettan
och dérefter omgirdar den ensamma knappen
med knappar, formade som bilder av talen 3,
5, 7,...

Resultatet dr forbluffande i borjan, men
medan eleverna bygger den allt storre kvadraten
inser de att regeln dr allmingiltig.

Eleverna konfronteras med kvadreringsregeln
(kvadratsetning, red. anm.) i arskurs 8 och den
upplevs som svédr av manga elever. Har hjilper
det med konkretisering. Eleverna mirker sjdlva
att den «dubbla produkten» motsvaras av de
gula knapparna pé bilden. Forstdelsen okar och
den vigen blir regeln och begriplig. Man kan
anvinda firgkoder och tala om de roda knap-
parna som motsvarar #2, de gula kommer fran
2n och till sist den ensamma blda knappen som
representerar ettan.
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Konkretisera kvadreringsregeln
(n+1)2=n2+2n+1

En annan uppgift som kriaver god taluppfatt-
ning:

«Bevisa att (n* — n) dr delbart med 6
dd n>2»

Uppgiften forekom i studentexamensprovet i
matematik hosten 2007 i Finland. Jag minns att
jag gett samma uppgift till mina elever i forsta
gymnasieklass for ett antal r sedan. De klarade
av att hyfsa uttrycket till n(n—1)(n+ 1). Dérefter
var det stopp. Eleverna hade svarigheter med att
dra slutsatser av resultatet. De saknade erfaren-
heten att vart tredje tal dr delbart med 3. Den
upplevelsen kan man ge dem redan i tidig dlder.
En talremsa rullas runt en Toblerone ask som pa
bilden och saken ir klar.
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I exemplen ovan har vi utgatt fran ett kon-
kretiseringsmaterial, i detta fall de smé firg-
granna och transparenta knapparna, och samlat
begrepp samt regler som léter sig konkretiseras
med hjilp av dem. Nu vinder vi pa steken och
undersoker hur kvadratrotsbegreppet gors synligt
med hjilp av olika konkretiseringsmaterial.

Vi later firgknapparna fungera som en bro
och startar med dem.

Eleverna far uppgiften:

«Rada knappar i formationer som ar lika
breda som de dr hoga. Vi kallar antalet
knappar i formationerna for kvadrattal.»

Lararen gor ddrefter en tabell med en kolumn
for det totala antalet knappar i formationen
och en annan kolumn for antalet knappar pa
en sida.

Pé s sitt far eleverna i ett tidigt skede en
uppfattning om kvadratrotens uppgift. Det kan
vara spannande att utforska vilka antal knappar
som later sig formas till en kvadrat.

An sd linge far eleverna noja sig med att kva-
dratrotens virde dr ett heltal. En fundersam elev
kan leva i tron att kvadratroten av 17 inte exis-
terar. I heltalens virld ar allt annu enkelt. Nu
utokar vi mangden av tal som konkretiseras. Vi
tar med ocksa de irrationella talen.

D& byter vi konkretiseringsmaterial fran
knapparna till geobridet. Om det inte finns
geobriden i skolan kan man anvidnda prick-

papper.
Uppgiften till eleverna lyder:

Mirk ut en kvadrat med arean 16 rutor pé
geobridet. Markera inne i den forra kva-
draten en ny kvadrat, vars area ir hilften
av den forra kvadratens area. Fortsitt pa
samma sitt ytterligare tva gdnger. Gor dir-
efter en tabell lik den forra. Ena kolumnen
ger kvadraternas area och den andra ger
lingden av sidorna.
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Denna 6vning kan utvecklas och ger liraren
mojlighet till individualisering. Efter att Pytha-
goras sats dr kdnd for eleverna kan man fritt
laborera vidare och be eleverna visa kvadrater
pd geobrddet med areorna 2, 5, 13, 17, ...

)
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En foljdfraga kan ju vara varfor J3 inte gar
att visa pd geobridet.

Jag har fortsatt uppgiften med &ldre elever
sd att vi byggt ritblock med hjilp av smé kuber
med sidan lcm. Lingden av rymddiagonalen i
den lilla kuben kan da fa representera V3 och
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J14 kan visas med hjilp av ett ritblock med
dimensionerna 1 cm, 2 cm, 3 cm.

[ ett tangrampussel vimlar det av kvadratrot-
ter. Vi bestimmer att arean av den enda paral-
lellogrammen i pusslet dr 1. Dérefter kan vi
be elever frdn dk.8 framat berikna arean samt
sidornas lingder for alla de andra delarna. De
kan ocksd bygga en serie kvadrater med hjilp
av bitarna, ddr varje kvadrats area dr hilften av
den foregdende kvadratens area. En intressant
uppgift far vi om vi ber dem lagga fyra kvadra-
ter sida vid sida, sdsom bilden visar, och dir-
efter ldgga en linje genom alla fyra kvadraters
ovre horn till hoger. Det finns sikert elever som
girna forsoker sig pa att bevisa det som ser ut att
stimma i bilden, d.v.s. att linjen verkligen gér
genom alla kvadraters 6vre, hogra hornpunkt.
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Vill man ge den intresserade eleven en spin-
nande utflykt kan vi fortsitta uppgiften ocksa
efter att Tangram-bitarna tagit slut. Vi halverar
kvadraternas areor i all odndlighet och berik-
nar summan av alla kvadraters sidor. Det intres-
santa dr att alla dessa halverade kvadrater ryms
pa savil en finlindsk som pa en norsk elevs
arbetsbord.
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