Svein Haugerudbraten, Christoph Kirfel

Fjerdegradsfunksjoner
og det gylne snitt

Matematikkfagets plass i norsk skole blir av
mange begrunnet med dets nytteverdi for sam-
funnet. Men sammen med dette har faget ogsa
vart baret oppe og pavirket av folk med andre
innfallsvinkler. Mennesker har sett at selv de
som trenger matematikken som et redskap ikke
kan komme langt med bare snusfornuftige og
gkonomiske motiver for & arbeide med faget.
A Ilykkes i matematikk er vanskelig uten at det
tennes en glgd og en nysgjerrighet knyttet til
det vi gjerne kaller matematikkens skjgnnhet.
Ingen som skjgnner hva som menes med
dette har veert ubergrt av sitt mgte med "det
gylne snitt”. Det vi litt provoserende kan kalle
"ekte matematikklerere” gnsker a formidle
noen av sine estetiske opplevelser rundt mate-
matikk til sine elever. Det er derfor naturlig at
de som i bladet CASIO-nytt nr. 3 - 2005 fikk se
hvordan ClassPad kunne brukes til 8 undersgke
en spesiell egenskap for en gitt 4. gradsfunksjon
ble nysgjerrige. Her viste man nemlig nume-
risk at skjeeringspunktene mellom grafen og
linja gjennom grafens vendepunkter, definerer
intervaller som forholder seg til hverandre lik
det gylne snitt. Pa illustrasjonen nedenfor ser
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vi et eksempel. Forholdet ST/QS er ganske nar

det gylne snitt (\/g —1)/2 =0,61803.

En naturlig reaksjon var da a se pa hvordan
dette kunne vises generelt. Matematikkens este-
tiske appell ligger nemlig ikke fagrst og fremst
i enkelteksempler, men i de generelle og ikke
minst uventede sammenhengene. For en leerer
ville det ogsa veere av interesse a se om det her
fantes utforminger som kunne presenteres for
flinke elever i 2MX/3MX.

Nedenfor falger et forslag til bevis.

Vi antar at vi har en 4. gradsfunksjon
f(x)=ax’ +bx® +cx* +dx +e som oppfyller
falgende krav:

1. Grafen har to vendepunkter Q og S, hen-
holdsvis med x-koordinater x, 0g X,

2. Den rette linja |, som gar gjennom vende-
punktene, skjerer grafen i ytterligere to
punkter, P og T, henholdsvis med x-koor-
dinater x, 0g X,.

3. Viharat x; <X, <X, <X,.

Pastand: PQ=ST og ST E
gylne snitt. Qs

Ved 4 se pa formlike trekanter ser vi at dette
svarer til:

, altsd det

X,—X, ~5-1
X =Xy =Xy =X, 0 “t—==——
27 M

Ferst undersgker vi et eksempel. Vi stude-
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rer grafen pa tegningen. Den tilhgrer funksjonen
4 3 2
f(@:%. Den andrederiverte blir

dermed f ”(x)=x*-x—2, som har rgttene x, =—1

0g x, =2. Dermed far vendepunktene koordinatene

Q =(-1,-3/4) og S = (2,-4). Linjen gjennom disse

K Y +3/4 _ —4+3/4 som
x+1 2+1

. Vi beregner na skjeringspunk-

punktene beregner vi sli
_ —13x-22

gir y
tene mellom kurven og linjen. Det gir oss likningen
x* —2x® —12x* +13x +22=0.

Her kjenner vi to av rgttene: X, =-109 X, =2.
Vi kan derfor dividere fjerdegradspolyno-

met pa venstre siden av likningen med polynomet (x +1)(x —2)=x°—-x—2. Resultatet blir
(x* =2x® =12x* +13x +22): (x* —=x =2) =x" —x —11
Det siste kvadratiske polynomet gir oss x- koordinatene til de to nye skjeringspunktene:

- . X4 —X 5-1
X, = 1 3\/5 ~—2,85 0g X, = 1+3\/§ ~-3,85 0g Vi ser at x; —X, =X, —X, 0g 4—2=\/7—-
2 2 X, =X, 2
Na kan vi pragve a finne en forklaring som ogsa gjelder i det generelle tilfellet.
Vi finner farst x-koordinatene til vendepunktene:
f(x)=ax"’ +bx® +cx? +dx +e
f’(x)=4ax® +3ox? +2cx +d
f"(x)=12ax’ +6bx +2c =0
Hvis vi kaller rattene i denne siste likningen for x, og x, sa gjelder:
12a(x —X,)(x —X,) =12ax* +6bx +2¢ , og dermed x, +x, = —23 0g XX, =6i.
a a

Linja gjennom vendepunktene har likningen: y=g(x)=kx —kx, +y, der k=u 0g

Xy =X
Y :f(xl) 0gy,= f(xz) :
Skjeeringspunktene mellom kurven og linjen | er gitt ved f(X)=gX) < f(x)—g(x)=0 som
gir:

I ax* +bx® +cx® +dx +e —kx +kx, =y, =0 & ax* +bx® +cx?® +(d —k)x +(kx, -y, +€)=0

Siden x, og x, er ratter i likning | kan denne ogsa skrives slik:
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a(x®+mx +n)(x —x,)(X-%,)=0 < a(x2+mx+n)(x2+t2)—x+6i)=0
a 6a

In: g
cn

ax* +(am +9)x3 +(@n +m—b+3)x2 +(@+@)x +—=0
2 2 6 6 2 6

For & bestemme m og n, er det tilstrekkelig a sette koeffisientene i 3.- og 2. gradsleddene fra | og Il
lik hverandre. Dette gir to nye likninger. Vi lgser den ene med hensyn pa m. Uttrykket for m settes
inn i den andre likningen som lgses med hensyn pan.

5 b* 10ac-3b’

) b b i mb ¢
I am+—-=bom=— og IV: an+—+—-=¢ =———= 5
2 2a 2 6 6a 4a 12a

Rottene i likningen x* +mx +n =0 Kaller vifor x; og x, . Dagjelder x* +mx +n=(x —X;)(x —x,)
0g Vi har x, +x, =-m=—-- 0g x.x _n_M
g 3T Xy 2 g XX, o7

N& har vi at

b> ¢ 3p°-8ac 9*—24ac

\J9b? —24ac

(XZ_Xl)Z :(X2+X1)2—4X1X2 :E—4g= 12a2 = 36a2 ,aItSé XZ_Xl: 6a
Tilsvarende far vi at
b>  10ac-3b*> _3b*-8ac . .
(x4—x3)2=(x4+x3)2—4x4x3=E—4 o =0 g Al X, =X =/5(X, —x,). Nder
X. —X :(Xl—X2)+(X1+X2)—(X3+X4)—(X3—X4)
1 3 2
b b
_(XZ_Xl)_g—l—E—i—\/g(XZ_xl) \/g—l
= 5 =(Xz—X1)Tog
X —X =(X4_X3)+(X4+X3)_(X2+X1)_(X2_X1)
4 2 2
b b
\/g(xz—xl)—£+£—(x2—xl) -1
= 2 =(X;—X,) 2
Dette gir: x, —X, =X, —X, 09 u=EAltsé har vi: PQ=ST og i=\6_1 som er det
X, =X, 2 QS 2

gylne snitt og pastanden var er bevist.
Alternativt kan man beregne verdiene
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(D —~/9* —24ac

! 12a

. ++/9% —24ac

2 12a

. — /5490 — 24ac

: 12a

L ++/5v/9b? — 24ac

¢ 12a

direkte, og bekrefte sammenhengen mellom
avstandene derfra.

Bemerkning. Det er overraskende & se at x-
koordinatene til alle skjeringspunktene med
linjen — ikke bare x-koordinatene til vende-
punktene — er uavhengige av parametrene d og
e i fjerdegradskurven.

Lesning pa kalkulator med CAS

P& matematikksenterets novemberkonferanse i
Trondheim 2005 hadde Bengt Ahlander et inn-
legg "Béttre forstaelse i matematik-undervisnin-
gen med symbol-hanterande verktyg,” (se www.
matematikksenteret.no/content.ap?thisld=302).
Pa dette foredraget foreslar han & bruke en sym-
bolbehandlende kalkulator for & arbeide med
det nevnte problemet pa fjerdegradskurver. Pa
den maten kan en fa hjelp til en del av det hode-
arbeidet de algebraiske omformingene krever,
samtidig som kalkulatoren kommer frem til det
samme pene resultatet.

Fremgangsmaten er illustrert ved en TI-89,
men kan trolig gjennomgas med alle kalkula-
torer som har en innebygd CAS-del. Her vil det
vare ngdvendig & ga trinnvis til verks.

1. Faerst definerer vi funksjonen
f(x)=ax" +bx® +cx* +dx +e .
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Flx| F&= |F3=]| F4=| FE FG+
Tools|AT13ebrajCalc|Other|PramibjClgan Up

la-x4+b-x3+c.-x2+d-x+ b
Done

EAD ERACT

FUNC 1/30]

2. Saderiverer vi f(x) to ganger ved & bruke
kommandoen "Differentiate”. Uttrykket vi
far, den andrederiverte, kaller vi for h(x).

rurl‘ Fer ]‘rsvl‘ rur'[ FE 'l Fo~ 'l ]

Tools|A13¢bra|Calcjither |Frami0|Clean Ue

Baxt+boxw  +ooxwt+d o+ b
Dorne

d

i %
d}{

12-2-%2+6-b x+2-c

RAD ERACT  FUME.

Fir Fzv |F3v| Fur FE Far
Tools|ald¢bralCalcjither|Fr3mi0jClcan Ue
&.-:3
= (P(K:'j
dx

_2/30 )

123%2+&b«+21
llla%2+&bm+21+hu)

Oone

1 24 3% 2+6%bkx+2Hc+h (%)

MAIN RAD EXACT  FUMC E7ET)

3. Sett h(x)=0 og bestem rgttene ved a
bruke kommandoen Solve”.

Fir Fe» |F3=| Fl4r F& F&=
Teols|a13ebralCalc|Other|Framil{Clcan Up
m12-a-%2+6-b-x+2-c % h(x)

Done

®znlueCh(x) =0, %)

o [J ‘3-[3.9.5_3_b2]+3b

_12'&

MAIN RAD EAACT FUNC 4430

4. Kall lgsningene for s, og s, .
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Fir F3«| F4v | FE Far
Topls) IHSQDI"IJ CalciOther |Framibjclzan Ue
i1£°a

[-3(8:2:c-3-b2)-3b )

W 1Za
-3(8:ac-3b2)-3b
12-a

1=3kb) A1 2%a302s2
EADEAACT  FUNC  6/30)

MAIN

5. Finn de tilhgrende y-verdiene pa kurven
f(x) og kall dem for m, og m, , altsa
f(s,)=m, og f(s,)=m,.

[Fiey Ter VFee|Ta~] FE | Fé~
Tools|i13ebralcalc|Dther [Praminlcican g

= L= = L= I N — R = BN =

®fUs2) > m2
3832 d-4-abc+b)

FUNC B30

6. Definer Iinjen gjennom vendepunktene
900 =20 (x—s,) +m,
2791

[ Fiz| Fex |Fi=] F4= | FE o~
|T0015'n‘Iset-rdl(ah:llltherlF‘r’SmlDlt‘lwnI.IP-I |

3(8-a2-d-4-a-bc+b)

»

L (m2-ml)(x-=s1)
s2-sl

+ml #a(x)
Done

2A0s2=s12+ml g
IMAIN m ERALT FUNL 850

7. Divider f(x)—g(x) med h(x). Her er det

nok a bruke en vanlig delingsstrek. Kalku-

latoren forstar at det dreier seg om poly-
nomdivisjon.

[ Fir] Fiér JF3~ F‘!IFSIFE]‘]
Tools M!ebra l:o1c Other|Pramibd|Clean Ue

Done
o FEx) — a(x)
heso)
12-3% %% +6-a-b-x+10-3,

144-3%

34

8. Finn rattene til resultatfunksjonen ved
hjelp av kommandoen ”Solve”. Dette er da
x-verdiene til de to nye skjeringspunktene
mellom linjen g gjennom vendepunktene
0g utgangskurven f.

Fiv |F3=| F= | FE Fa~

[_Fir
ToolsjA13¢bra|Calc|0ther (Framib|Clean Ue
rr =

12:32-%2+6-3-b-x )
144-3
{[-15(s-2-c -3-62) +)

LR=ts 1ue[

12-a
ko—=3kb 20 (144437 2)=0, %)

IMAIN RAD ERACT FUNC 11430

9. Kalldem s, ogs,.
Tools|A13ebrajCalc|ither|FramiD{Clean U
| - |
J-lS-[S-a-c—S-bz]—3-b »
L =
12-a
l-15(8-a-c-362)-3b

PMAIN RAD EMACT  FUMC  13/30

S,=S,  S,—S,

10. Beregn forholdene 0g

1S3 5,5
|T0£-f=[ﬁ15¢bl"dlcﬂtlﬂth¢r‘lPr’ﬁf\l‘llDll:'ledl't |.|P| I
m = 2

12 a 4

Jsi5 48 -a6~3:b2) =3
12-a

=4 -2
" =1 -2=3

MAIN ORADERACT  FONC  1u/30

[ Fir| Féx [Fav] F4=| FE Fv
Tools|A13¢bra|Calc|Other|Fr3mibjClgan Us
F i oo B = i Rl v 03 B ol o

12-a
s4 —-s2
.51—53 1
54 -2 5-1

=2 -s1 2

MAIN BAD EXRCT  FUNE 15730

Resultatet bekrefter at det fgrste forholdet er 1,

mens det andre er det gylne snitt!
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