Frode Renning

Innledning
I alle de store verdensreligionene spiller

utsmykkingen i de religiose bygningene en
viktig rolle. Utsmykkingen har imidlertid noe
ulik karakter i de forskjellige religionene. I
(Ronning 2003a og 2003b) har jeg vist noen
eksempler pd hvordan en kristen kirke kan
danne utgangspunkt for samtaler og under-
sokelser knyttet til geometri for elever pé for-
skjellige klassetrinn. I kirker finner vi mange
ulike geometriske menster og former som kan
veere interessante, men en stor del av utsmyk-
ningen er ogsa basert pa avbildninger av per-
soner, gjerne i form av bilder som skal fortelle
en historie. Dette er imidlertid ikke tilfelle i
Islam, der det spesielt ikke skal forekomme
noen form for avbildning av guddommen.
Den islamske utsmykningen som vi finner i
moskeer og andre bygninger med tilknytning
til islamsk eller arabisk kultur er abstrakt, og
dermed har det i denne kulturen utviklet seg
en rik tradisjon med utsmykninger basert pé
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geometriske former. I denne artikkelen vil jeg
vise noen eksempler pa slike utsmykninger og
se litt neermere pd matematikken som ligger
bak dem.

Attetakkete stjerner
Béde i kristen og islamsk kultur finner vi ofte

menster som er basert pd dttekanter eller dtte-
takkete stjerner. Mange kirker har attekantet
grunnflate, depefonter er ofte attekantede,
og rosevinduer i store katedraler har ofte atte
blader. I kristne kirker er det som oftest bare
den regulare attekanten vi ser, men i Islam
finner vi ulike varianter av dttekantsymmetri. I
Figur 1 ser vi fire variasjoner over dette temaet,
som vi kan finne igjen i dekorasjoner.

Stjerna til hoyre i Figur 1 er lett & lage ved
hjelp av atte ark i A4-format. Legg arkene oppa
hverandre slik som vist i Figur 2. Hvis du
bruker silkepapir i én farge trer denne stjerna
fram i flere storrelser innover i figuren nir du
holder det ferdige produktet opp mot lyset.
Dette blir en fin vindusdekorasjon. Stjerna til
hayre i Figur 2 er laget av leererstudenter ved
Hogskolen i Ser-Trendelag og viser effekten
som oppstdr nar den holdes mot lyset.
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Figur 2

Spersmal til ettertanke:
+ Ta atte A4-ark. Legg dem oppa hverandre,

neyaktig hjorne mot hjerne og hjerne mot
kant som i Figur 2. Da skal det g& akkurat
opp uten dpning eller overlapping i det siste
hjernet. Hvorfor blir det slik? (Hvor mange
grader vris arket i forhold til det som ligger
under, og hva er det med A4-formatet som
gjor at vinkelen blir akkurat sa stor?)

+ Kan du lage ark som er slik at de ved &
legges pa samme maéte som i Figur 2 vil gi
ei sekstakket stjerne? Hvordan ma formatet
pd arkene da veere?

De som er interessert i andre varianter av vin-
dusstjerner kan se i (Gibbs 1999).
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Figur 3

Det dreide kvadratet
Stjerna gverst til venstre i Figur 1 er laget ved

hjelp av to like store kvadrater, dreid 45 grader
i forhold til hverandre. Prinsippet med det
dreide kvadratet finner vi ogsd i mange andre
menster, der variasjonen i mgnster kommer
ved a velge forskjellig storrelse pa de to kva-
dratene. I Figur 3 ser vi andre varianter av det
dreide kvadratet. Bildene er hentet fra (Field
2000).

Pa bildet i midten i Figur 3 ser vi at det
innerste morke kvadratet er akkurat halvpar-
ten sd stort som kvadratet utenfor. Da treffer
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sidekantene i det indre kvadratet midtpunk-
tene pd sidekantene i det ytre. I det averste
bildet treffer (forlengelsen av) sidekantene ikke
midtpunktene pa sidekantene i det ytre kva-
dratet, og det ser ut til at det indre kvadratet er
mindre enn halvparten av det ytre, men hvor
mye mindre?

Oppgave:
¢+ Tenk deg at forlengelsen av sidekantene i det

indre kvadratet treffer det ytre kvadratet i
punkter slik at forholdet mellom den korte
og den lange delen er 1:3. (Figur 3, nederst.)
Hvor stort er det indre kvadratet i forhold
til det ytre?

+ Samme oppgave, men nd er forholdet
mellom den korte og den lange delen a:b.

Flatedekkende mgnster
Noe av det mest spennende i islamske men-

ster er kanskje mosaikkene og andre flatedek-
kende monster. Disse varierer fra ganske enkle
og lett gjennomskuelige til sveert kompliserte,
der grunnmensteret ofte er kamuflert gjennom
ekstra linjer og bruk av farger. Matematisk kan
flatemgnstrene betraktes pa flere mater. Noen
av menstrene kan studeres som tessellerings-
menster, og en utfordring kan veere & finne ut
hvilken grunnfigur og hvilke teknikker som
er brukt.

De Kklassiske tesselleringsteknikkene er
beskrevet i beker, f.eks. (Kirfel 2002) og i
artikler, ogsd i Tangenten, f.eks. (Kirfel og
Hestholm 1995, se ogsa artikkelen Fliselegging
i klasserommet i dette heftet). Disse teknik-
kene finner vi igjen i de islamske menstrene.
Eksemplene mine i det folgende er alle hentet
fra den mauriske kulturen i Spania som er
seerlig eksponert gjennom palasset Alhambra
i Granada og den store moskeen i Cérdoba.
Eksemplene er illustrert med egne bilder. I

annen kunst er disse teknikkene godt kjent fra
arbeidene til den hollandske kunstneren M.C.
Escher. Det er utgitt mange boker om Eschers
kunst, ei bok som inneholder mange eksempler
pé tesselleringsarbeider er (Locher 2000). Sek
etter Escher pa Internett vil ogsd gi tilgang til
mye stoff.

Nar vi snakker om symmetrier i én enkelt
figur, sd mener vi enten speiling eller rotasjon.
I et flatedekkende (uendelig) menster derimot,
har vi flere mulige bevegelser som naturlig kan
kalles symmetrier i monsteret. I tillegg til spei-
ling og rotasjon, kan vi ha translasjonssymmetri
(parallellforskyving) og glidespeiling, som er
en kombinasjon av translasjon og speiling.
Det er disse fire transformasjonene som ligger
til grunn for tesselleringsteknikkene som gjor
det mulig & deformere ei flatedekkende grunn-
flis til ei ny flis som fortsatt er flatedekkende.
Teorien knyttet til disse transformasjonene er
beskrevet i (Rinvold 2003).

Jeg vil ta med en liten kommentar om en
egenskap ved rotasjon i hele monster som jeg
synes er interessant. I en enkelt figur kan vi
lage alle former for rotasjonssymmetri, f.eks.
vil en reguleer femkant ha rotasjonssymmetri
pé 72 grader, en reguler sekskant har 60 grader
og en reguler n-kant har rotasjonssymmetri
som er 360/n grader. Rotasjonssymmetri i et
helt menster derimot, er mye mer restriktivt.
Det viser seg at de eneste rotasjonene som kan
opptre i et flatedekkende meonster er 180, 120,
90 og 60 grader. Noen menster kan ha flere
rotasjoner, men det er ogsa visse kombinasjo-
ner av rotasjoner som er umulige. Eksempelvis
kan ikke et monster samtidig ha en 60-graders
rotasjon og en 90-graders rotasjon. Det vil fore
for langt her & gd inn pa hvorfor det er slik.
Interesserte henvises til (Martin 1982).

Se pd bildene i figur 4, begge fra Alhambra.
Begge er utsnitt av menster som dekker ganske
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store flater. Bildet til venstre er fra en soyle.
Disse bildene kan betraktes bade ut fra hvilke
tesselleringsteknikker som er brukt og hvilke
symmetrier de inneholder.

Figur 4

Spersmal til diskusjon:

e Hvilke symmetrier finner dere i disse men-
strene? Markér eventuelle speilingsakser,
glidespeilingsakser og rotasjonssentre.

e Huvilke inntrykk av bevegelse skapes det
i bildene og hvordan henger det sammen
med de symmetriene som finnes?

e Huvilke grunnfigurer og teknikker (se Kirfel
2002) er brukt for 4 lage menstrene?

De samme menstrene finnes ofte i flere varian-
ter. I Figur 5 ser vi et menster, ogsa fra Alham-
bra, som har ngyaktig de samme egenskapene
som mensteret til venstre i Figur 4.

Figur 5

Ved & kombinere de fire transformasjonene
(speiling, rotasjon, translasjon og glidespei-
ling) pa ulike mater kan vi lage monster som
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kan kategoriseres i klasser etter hvilke egenska-
per de har felles. Det er ikke sd overraskende
at dette bare kan gjores pd et endelig antall
mater, men det som er overraskende er at det
faktisk er ganske fa muligheter, nemlig 17. Jeg
vil ikke ga inn pd hvordan man kan vise at det
blir bare 17, og hva som karakteriserer hver
av de 17, men en liten kommentar kan gjores.
Jeg har allerede nevnt at rotasjoner kan bare
forekomme som 180, 120, 90 eller 60 grader.
Dette gir fem hovedklasser nar vi inkluderer
muligheten ’ingen rotasjon’. Innenfor disse
hovedklassene kan man da begynne & variere
med speilinger og glidespeilinger pé forskjel-
lige méter, og til slutt vil man ha fitt med alle
mulighetene. En detaljert beskrivelse av de 17
klassene finnes f.eks. i (Martin 1982). Disse 17
klassene er kjent under navnet de 17 tapet-
gruppene’ (wallpaper groups). Uansett hvilket
flatedekkende monster vi ser pd, sd vil det veere
mulig & plassere det i en av de 17 tapetgrup-
pene.

Mange matematikere har undersekt dekor-
asjonene i Alhambra for & klassifisere dem 1i
henhold til tapetgruppene, og det har spesielt
veert en del oppmerksomhet rundt spgrsmalet
om faktisk alle 17 finnes der. P4 et tidspunkt
ble det hevdet at bare 13 av de 17 var repre-
sentert i Alhambra, men né er det godtgjort at
alle 17 virkelig finnes. Mine referanser til dette
er (Gémez 1995b) der han spesielt tar opp de
fire ’manglende gruppene” og (Gémez 1995a)
som inneholder bilder som viser ett eksempel
pé hver av de 17. En annen god, og lett lesbar
referanse til monstrene i Alhambra er et notat
skrevet av John Jaworski. Det er, sd vidt jeg vet,
ikke publisert, men kan fés fra forfatteren. I
referanselisten har jeg oppgitt en vevadresse
som viser hvordan notatet kan skaffes.
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Tesselleringer med flere flistyper

Hvis vi skal fylle en flate med bare reguleere
mangekanter, finner vi nokséd fort ut at de
eneste som kan brukes er regulere trekanter,
firkanter eller sekskanter. Disse gir ikke sd
spennende mgnster med mindre vi begynner
a deformere figurene slik som i eksemplene
ovenfor. Hvis vi derimot tillater oss & bruke
flere typer regulere mangekanter i samme
menster, kan det bli ganske spennende uten
a deformere figurene. Da er det heller ikke s
opplagt hvilke muligheter som finnes. Dette
temaet er tatt opp i (Renning 2002). Med visse
ekstra krav til mensteret, ut over at det skal
bestd av to eller flere typer regulere mange-
kanter, viser det seg at det bare er mulig 4 lage
atte ulike monster (Martin 1982). Av disse er
det noen som er spesielt populere i praktisk
bruk i mosaikker, og et som vi finner sveert
ofte, er det som bestdr av reguleere firkanter
og attekanter, som vist i Figur 6.

Figur 6

I Figur 7 nedenfor ser vi tre bilder fra den store
moskeen i Cérdoba. De er alle bygd pa menste-
ret ovenfor, men det som gjor det ekstra spen-
nende er at det er innfort flere delelinjer slik at
vi kan se andre figurer enn bare de regulere
dttekantene og firkantene. Kanskje det til og
med er de andre figurene som er mest igynefal-
lende? P4 det nederste bildet kan vi for evrig
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Figur 7

ane mensteret fra Figur 5 pa veggflaten rundt
vinduet.

Sparsmal til diskusjon:
+ Huvilke figurer ser du forst i hvert av disse

bildene? Beskriv pa din méte hvordan men-
strene er bygd opp.

+ Kan du finne igjen det regulere attekant-
firkant mensteret fra Figur 6?
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+ Kan du beskrive hva det er som gjor men-
strene forskjellige selv om de er bygd pd
samme grunnmenster?

+  Beskriv eventuelle symmetrier du finner i
menstrene.

For & styrke forstaelsen for hvilke symmetrier

som finnes og ikke finnes, bade i enkeltfigurer

og i menster, har jeg god erfaring med a bruke
farger som hjelpemiddel. I ett og samme men-
ster kan vi legge til eller ta bort symmetrier
gjennom & variere fargebruken. Nedenfor viser
jeg et bilde fra Alhambra med de originale far-

gene.

Eksperiment:
e Med de originale fargene har dette men-

steret speilingssymmetri og 180 graders
rotasjonssymmetri. Kan du finne speilings-
aksene og rotasjonssentrene?

e Tenk deg né at de bla og gule feltene ogsa
blir marke, slik at bildet bare far to farger,
lys bakgrunn og merkt menster. Hvilke
symmetrier far du nd?

e Kan du fargelegge pé en annen méte slik
at symmetriegenskapene forandres ytterli-
gere?

En aktivitet som bygger pa denne idéen, og
som lett kan gjennomferes med elever, er fol-
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gende. Sl en sirkel med passeren, og sett der-
etter passeren pa sirkelranda og med samme
radius sld en sirkelbue som skjarer randa i to
punkter. Flytt passeren til et av disse punktene
og sla en ny sirkelbue. Fortsett med dette til
du har ei seksbladet rose inne i den opprinne-
lige sirkelen. Dette er noe som sikkert alle barn
har gjort nar de har fitt en passer i hendene.
Finn symmetriene i denne rosa. Lag flere, og
fargelegg dem pa ulike méter, med to, tre eller
flere farger. Finn symmetriene i de forskjellige
versjonene.
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