Henrik Dahl
HVORFOR ER SANNSYNLIGHET SA VANSKELIG?

I nnledning

Blant folk som underviser i sannsynlighetsreging og statistikk er det en utbredt
oppfatning at sannsynlighet er vanskelig a formidle. Professor David S. Moore,
som er en av verdens ledende autoriteter, argumenterer for at man ber deyfe
mye av sannsynlighetsregningen i innfaringskurs i statistikk:

"It would be wise, | think, to continue to reduce the place of formal probability
In teaching statistical practice to beginners’.

Historikk

Pa 1800-tallet var mange av den oppfatning at det ikke var mulig & formalisere
sannsynlighet pa noen tilfredsstillende méte. Medvirkende til dette synet var en
del oppgaver som kunne gi ulike svar dt etter hvordan oppgaven ble formulert.

Et beramt tilfelle er Bertrands kordeparadoks:

| en sirkel med radius 1 velgestilfeldig en korde. Hva er sannsynligheten for at
den har lengde > CB ? (dvs starre enn siden i en likesidet innskrevet trekant)

Ved atolke "tilfeldig valgt korde” patre ulike méter, far en svarene 1/2, 1/3 og
/4.

Principle of insufficient reason
| 1763 formulerte Thomas Bayes tesen:

Hvis vi stér overfor et visst antall muligheter og vi ikke vet hvilken som vil
inntreffe, er alle mulighetene like sannsynlige.

Dette ble kat " Priciple of insufficient reason” og var akseptert av mange pa
1800-tallet. Som vi ser er aletre lgsninger av Bertrands kordeparadoks
eksempler pa bruk av dette prinsippet. Patross av dette og andre paradokser sto
”Principle of insufficient reason” sterkt helt til etter ar 1900.
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Hvorfor ” Principle of insufficient reason” er fell

| 1933 kom Kolmogoroffs aksiomatisering av sannsynlighet, som viste at det
faktisk er mulig a formalisere sannsynlighet pa en tilfredsstillende méte.

Pa denne tiden kom det kraftig kritikk av " Priciple of insufficient reason” bl.a.
frastatistikeren R.A.Fisher. Han pdpekte at det vanligvis er mange méter aliste
opp de mulighetene vi er usikre pa. Davil vi kunne fa ulike svar at ettersom
hvordan vi formaliserer situagonen.

Bok om matematikk for barn

Jeg har trodd at avvisningen av " Priciple of insufficient reason” var velkjent og
akseptert av dlei dag hdlt til Anne Nygaard gjorde meg oppmerksom pa:

Damms store bok om matematikk, Damm 1997, som er en over settelse av:
Carol Vordeman: How Mathematics Work, Dorling 1996.

Som vanlig i populaavitenskapelig baker er teksten spekket med dypsindigheter
som: " Den statistikk og sannsynlighetsregning som vi steter pd, settes vanligvis
sammen av dtatistikere’. Dette tilsvarer den velkjente "Reven er lur , derav
navnet Mikkel.”

Na kan en vel ikke vente & finne fullgode forklaringer pa vanskelige ting som
normalfordeling i populaavitenskapelige baker for barn, men en kan bli betenkt
over forklaringer som: ”Mange slags data som beskriver naturlige fenomener,
som menneskers hgyde eller avlingenes starrelse, fordeler seg jevnt omkring en
middelverdi, med stort sett like antall pa begge sider. Statistikerne kaller data

som er fordelt pa denne méten for " normalfordelte’.

Statistikere som har denne oppfatningen av normalfordelingen kan kommetil &
feiltolke data som kommer fra en symmetrisk fordeling med tunge haler. Data
om avling kan godt komme fraen dik fordeling hvis det av og til er uar og av og
til kronar.

Mer advorlig er det at man i underteksten under overskriften pa side 80 faktisk
presenterer " Priciple of insufficiene reason” pa formen:

NOEN BEGIVENHETER ER " TILFELDIGE” OG KAN IKKE
FORUTSIES. ALLE MULIGE RESULTATER AV SLIKE
BEGIVENHETER ER LIKE "SANNSYNLIGE.
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Deretter vil forfatteren forklare barna hvordan sannsynlighet virker med en
sakalt nett:

| en pose er det en kule som vi vet er enten svart eler hvit. Vi legger oppi en
svart kule, rister posen og trekker en kule som viser seg a vaae svart. Hvor stor
er sannsynligheten for at den kulen som ligger igjen, er svart?

Ved a bruke "the principle of insufficient reason” pa en fordekt méate, kommer
man frem til svaret 2/3.

Det er altsd meningen at barna skal lese (eller bli lest for) fra Damms store bok
om matematikk som en motivering og forberedelse til at de skal leae om
sannsynlighet pa skolen. Jeg vil gjengi en karakterisering av skjeded gse foreldre
fra min barndoms Baaum:

"Slokk lyset, lokk opp kjellerlemmen og gi unga barberkniven”

Det blir ikke lett for en stakkars lagrer og rydde opp i den lapskausen dette
eksemplet har stelt til.

Det hevdes at en bestemt matematisk gate (om veiing av mynter) ble plantet av
tyskerne under stillingskrigen i Frankrike under Farste Verdenskrig for &
adelegge kampmoralen til de alierte styrkene. Jeg synes ikke det er langt fra &
mistenke noen som ikke gnsker at barna skal fa et harmonisk forhold til
sannsynlighet for & ha plantet dette eksemplet med onde hensikter.

Med dike” ngtter” som forkunnskaper blir det ikkelett for en legrer &
formidleinntrykket at sannsynlighetsregning er en nyttig og meningsfull
gren av matematikken og en kan nok s seg enig med David S. M oor e ogsa
nar det gjelder situagonen i Norge. For egen regning vil jeg hevde at den
overdrevne vektleggingen av kombinatorikk trekker i sammeretning.
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De tre |gsningene av Bertrands kordeparadoks ser dik ut:

Lesning 1

Pa grunn av symmetrien kan vi velge en vilkéarlig
retning. Halvparten av kordene som havner i denne
retningen vil f&lengde over 8. Av dette falger at den
sekte sannsynligheten er %2

Lasning 2

Vi fikserer et punkt pa sirkelen. En tredjedel av ale
kordene gjennom dette punktet har lengde over 8.
Av dette falger at den sakte sannsynlighet er 1/3 .

Lasning 3

Vi retter oppmerksomheten mot midtpunktet pa
korden. Korden f&r lengde over CB hvis midtpunktet
pakorden ligger i en sirkel med radius ¥%. Denne
sirkelen utgjar Vs av hele sirkelflaten. Av dette falger
at den sekte sannsynlighet er %a.

Det er ikke godt & vite hvilken av Igsningene en skal foretrekke. Data kunne
avgjort hvilken av tolkningene av tilfeldighet som er aktuell, men da matte en ha
en bestemt anvendelse i tankene.
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Eksempel for egen regning

En gutt far here at det i nabohuset skal flytte inn en familie med 2 barn. Han
ensker seg en lekekamerat og haper at det er minst en gutt. Hvis han oppfatter
det som at han er usikker pa mulighetene: "2 gutter, 2 jenter, en av hver”, sier
”Principle of insufficient reason” at det er en sannsynlighet pa 2/3 for at det skal
vage minst en gutt. Hvis han i stedet oppfatter det som at han er usikker pa
mulighetene: " Eldste gutt yngste gutt, eldste gutt yngste jente, eldste jente
yngste gutt, eldste jente yngste jente”, sier " Principle og insufficient reason” at
det er en sannsynlighet pa ¥ for at det skal veere minst en guit.

Nakan en s at den farste av disse regnemetodene er feil, fordi den bygger paen
urealistisk modell, men dette er en méate & resonnere pa som farst ble aktuell
med aksiomatiseringen av sannsynlighet. Da hviler nemlig ansvaret for de
sannsynlighetene vi setter inn i systemet pa den som gjer det. Hvis en skulle
enske & argumentere mot den farste modellen, kunne en peke pa at den er pa
kolligonskurs med forestillingen at kjgnnet til etterfalgende barn er uavhengige.
For avrig fedes det litt flere gutter enn jenter. Uansett viser dette at " Principle of
insufficient reason” ikke er & stole pa.

Paside 186 i Damms store bok om matematikk presenteres”Iasningen” pa
" kuleproblemet”:

Hvis vi trekker en svart kule, kan vi ikke vite om den kulen som er igjen, er den
opprinnelige (som kan vaare svart eler hvit) eller den nye (som er svart). Dette
gir tre muligheter: svart, svart, hvit, derfor er sannsynligheten for afinne en
svart lik 2/3; sannsynligheten for afinne en hvit er lik 1/3. Hvisvi trekker en
hvit kule, ma det vaare den opprinnelige, derfor vet vi at den nye (svarte) ligger
igjen i posen. Sannsynligheten for at kulen som er igjen er svart, er derfor lik 1,
sannsynligheten for at den er hvit, er lik O.

Det er ikke vanskelig &si seg enig med den siste halvdel av resonnementet, men
man trenger neppe sannsynlighetsregning for & kunne trekke denne slutningen.
Nér det gjelder farste del har en pafordekt méte brukt ” Principle og insufficient
reason’. Det kommer heller ikke fram at det er betingede sannsynligheter det
dreier seg om. Jeg synes de tre |gsningene av Bertrand’ s kordeparadoks er
vesentlig mindre grumsete.

Men hvaer da en korrekt l@sning av denne oppgaven? For arydde opp i dette
rotet ser jeg meg tvunget til ainnfare litt notagon. La p vagre sannsynligheten
for & kulai posen er svart. Nar vi da dlipper en svart kule opp i posen, far vi
mulighetene:
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SS med sannsynlighet p
HS med sannsynlighet (1-p)

Vi sgker sa den betingede sannsynlighet for SSgitt at en kule trukket tilfeldig
fraposen er svart:

P(SS)/P(Kula som trekkes er svart)

Nevneren mavi finne ved betinging
(dette er en teknikk som selv universitetsstudenter har vansker med):

P(Kula som trekkes er svart) =
P(Kula som trekkes er svart og SS) + P(Kula som trekkes er svart og HS) =
p+ (1-p)0,5

Setter vi dette inn i uttrykket for den betingede sannsynligheten, far vi:

p/(p + (1-p)*0.5) = 2p/(p+1)

Hvisp =0, er svaret 0, som rimelig kan vaae,
Hvisp =1, er svaret 1, som rimelig kan veae.
Hvisp =0,5, er svaret 2/3, som er det som lanseres som "fasitsvar”.

Det er dtsdingen tvil om at svaret avhenger av p.
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